CHAPITRE: LIMITES-CONTINUITE

Chapitre : Limites - Continuité

( Theéoreme 1 J Soit £ une fonction définie sur un intervalle ouvert Tet g < [

{ i estcontinue en o sietseulementsi lim f=_.....

Activite 1 (Cahier de cours) a’ b = ( )(
a—b' = (a +ab+b* }
n Soit fla fonction définie par fix)= @ +b =(a +b} [ﬂz " | _'_bz]

ax’ +hr+c=al;x—x*]{x—:")

est-olle continueen 17
f cas ot A0

i

Théoréeme 2 JS-nitf une fonction définie sur un intervalle cuvert I sauf peut-étre enun réel 2 de

Seit g une fonction continue en « et telle que g(x)= f(x) pour tout x = a

g::}, ]l.'l'ﬂf=

T l—cosx sin’ x |

n - Vérifier que pour tout .::E:|—E,§l:"-.{ﬂ}, = XX —— X

X X | +cosx

sinfx)

b- Onadmet que lim =]

iepld i
Deduire que Iim-ﬂ =0 etque Iim1_{:—'|:15'|:J‘:1'II = l

wealh x eblb x 2
"!l

o . . 1—cos(x . sin(x . sin{dx

c- Calculer les imites suivantes : hm,—} : hm# et lim 1{ )

o ging x) vt cos(x)—1 wall 3% —x

L o L
| b4 sl
1—cos(x) _,

lim et




CHAPITRE: LIMITES-CONTINUITE M
mathlas

g(r) =222 em\(o)
Soit f la fonction définie par sin(3x)
g(0)=1

¢ est-elle continue en 0 7

[ Theéoreme 3 J Soit f une fonction définie sur un intervalle cuvert Tet a e [

l i est continue en o sl et seulement si li{ﬂf=lim i s
i

LYnissi (-l [Cohier de cours) |
—_— —4{1’1 - 1—2}

f{1}=ﬁ
x* ~1

Suitfla fonction définie sur B par: | _f‘{ﬂ:
: x—1

F(1)=0

n [ esl-elle continue en 1 ? justifier.

Compléter le Théoreme 4 puis étudier la continuité de f sur 5.

r

Théoreme 4 J Soit fet g deux fonctions définies sur un intervalle |

/]

af (aelR)
* [ etgsont continues surl——p [ /- (neIN')
f+g

JxE

:2 i ct iﬂ sont continues sur§

£ £

:b .“"?c:st continue sur/ .

o Ghadhab Lassd




CHAPITRE: LIMITES-CONTIMUITE
mll.imihs et ordre

éorémes de comparaisons
f. g et h des fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre en un réel a del

{ et " deux réels

Li_l;l:f{r}=f et limg(x)=1'

kil

Yr=a, f(x)=g(x)

(lim g{x)= lim h[.r]=!‘
N—¥d IT—ki

:

L.ﬁ[x} = flx)=glx)l ¥r=a

'limg[r]=l]

| Si der

|f{*")_f|53{1), Yxza

N

' lim glx)= -+

. ﬂﬂ----g{x}, WrEa

lim glx)=—=

Xkl

f{.r]g{r], X #E

Ces résultats restent aussi valables lorsqu’on remplace # par 400 ou —o0 ou a oud”

Activite 13 (Cahier de cours)

=

bx 2x+5

I1- Si -1, =
n 1 pour tout x > 31+35f{1)-¢ =

Si pourtout xde IR, x—2 < g(x) £ x+2.Que vautalors lim g(x) ?

. Que vaut alors IJm fx)?

Noe=hil

Si pour tout x de IR, F:(x} £y 2, Que vaut alors lim A(x) ?

: 3 ;
Si pour tout x non nul, [k x)+ 2| < — Que vaut alors liﬂé k(x) ?

Ghadhab Lassd
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mathias

(Vaxr*+1-x)

11 -[Fl Pour tout x> 0, comparer y4x” +1 et 2x. En déduire lim

2xxSi
Soit la fonction r définie par A(x) = %

2x ~2x _
Maontrer que pour tout x < (), et =h{x)= e Déduire lim Aix)

s

A 'mage d’un intervalle par une fonction continue

Image d’un intervalle par
une fonction continue

il fest continue et st 7 fest continue et st Ny

&=
1

fest continue sur [a,h]

Activite 14 (Cahier de cours)

Soit la fonction f définie sur B* par f{x)=x+ %
x
nDresser le tableau de variation de f.

Bl Déterminer f(|L4]) et f(|-10.-1]

¥ il

o e isbegiee . g




CHAPITRE: LIMITES-CONTIMUITE

[ Théoréme 7 J

L'image d'un intervalle par une fonction continue est

Activite 15

Activite 16

On considére une fonction fdéfinie et continue sur &' {3}
X — =5 2
oo

f(x) / E \
4 B

Déterminer : f{]—m,—i]} = : j[]—m._,l]} =

=530 = o SBee])= S (=3)=

s

Theoreme 8§ J + 5oit f une fonction définie sur un intervalle de type [ﬂ,b[ { b fini ou infini)

¥ 5ila fonction fest croissante et majorée alors f posséde une limite en b

¥ 5ila fonction f est croissanie et non majorée alors f tend en i,

* Soit fune fonction définie sur un intervalle de type ]ﬂ,b] { a find ou infini)

+ Sila fum:tinnfest décroissante et minorée aim'sj" pnsséde une limite

¥ 5ila fonction fest déc mig_ante et non minorée alors £ tend

N e Lyl _dasle ‘o
mathLas ___ BAC.MOURAJAZ Ghadhab Lassd¥
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Théoréme des valeurs intermédiaire

CJ esl la courbe repréﬂentaﬁve d'une

fonction f continue sur |

Quel est le nombre de
solution de I'équation

f(x)=k
/

5

u

C, n Ary=k

On cherche le nombre des
points d'intersections

[ Théoréeme 9 J Soit [ un intervalle et a et b deux réels de [ tel que a < b

_ {- f une fonction continue sur [
51

+ Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b)

Alors I'équation

¢ { une fonction continue sur /
S-i -

o fla)x flb)=0

Alors I"équation

| Lsllsly_dsolys gl
BAC.MOURAJAA.CO




CHAPITRE: LIMITES-CONTIMNUITE

Activite 17 (Cahier de cours)]

. glx)
On considére une fonction g, définie et continue sur [R, et tels que g{z] =7, Em ey
X —peney
X

dont le tableau de variation est le suivant :

x -0 =1 1 + o0

o) _4/2\_1

+ Q0

C , Sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Dﬁ_f.-.. :f.)
n a- Déterminer go g [1—.1]
b- Déterminer g(]-=,-1]), g(i&) et g =g([-1.1])

n a- Montrer que I'équation g(l) =0 admet exactement 3 solutions «, f et y.

b- En déduire le tableau de signe de g (I) :
Déterminer la nature des branches infinies de la courbe représentative de g

Ghadhab Lassa¥




CHAPITRE: LIMITES-CONTINUITE

Activité 18 iCahier de cours)

\'II—] ol §

X

six=21
Soit la fonction f définie sur IR par : ff_.l‘) =

sinbeel) 9 e |

x=1
Cy sala courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, ).
1} a- Montrer que :E'Pw fix) = —1. Interpréter graphiquement.
b- Montrer que pour toutx <1,ona :T:_ 2 = flx) Ei— 2.
c- En déduire que £y admet une asymptote au voisinage de —oo que I'on déterminera.
d- Montrer que f est continue en 1.
Soit g la restriction de fa l'intervalle [1, +oof.

b- Justifier la continuité de g sur [1, 4],

c- Montrer que I'équation g(x) = % admet une solution a €12 ;3[.

d- Prouver que o est une solution de I'équation : 3x* —d4x -8 =0.
On considere le tableau de variation ci-dessous d'une fonction h définie et continue sur | —oz,0] et

tel que h(-2) =1 X | —oo 0
hix) +mx
-5

a- Déterminer le domaine de définition de la fonction k& = ge h.  Justifier .

b- Montrer que la fonction k est continue sur |—oa, —2].

c- Cﬂlcullerxlilpmk{x] et k(—2).

Ghadhab Lass®




CHAPITRE: LIMITES-CONTINUITE

Activite 19 (Cahier de cours)

Soit f une fonction tel que F(1)=-2 et dont le tableau de variation est le suivant :

1) a- Déterminer f{}-a,0[)
b- Montrer que I'équation f{x}=3 admet dans |-=,0] exactement 2 solutions.

2) Déterminer les limites suivantes : lim ———————— 1~ cas{ /{x)) et lim Ir[_"-"*'"-"'}
e 7 (T

3) La courbe ci-dessous représente une fonction g définie et dérivable sur IR.

La courbe de g admet :
+ une branche parabolique de direction (0, J) au voisinage de —xo .

* une asymplote d'équation ¥ = 1 au voisinage de +xo

¥

froz
a- Déterminer g' ?1] et g'(3)

b- Déterminer (=gl ; I:i_r.%{gn_,r"l.r}; lim

——

¢- Déterminer g([1,+=[) et g- j{]ﬂ,ﬂn[]

Cae 'eru!_dg?l e
MEEQ'!IFE ____ BAC.MOURAJZ : Ghadhab Lassal




CHAPITRE: LIMITES-COMNTIMNUITE

Toute fonction polyndme est continue sur

Toute fonction rationnelle est continue sur
g LS Cus(a_t + b] est continue sur ----——-

T Siu{ar-!- El] €5t contnue SUr —--—
X Tan x est continue sur

(Cahier de cours)
Soit I fonction f définie sur[0,+[\{2} par: f(x)=—— _
W +1‘—\1"§
Montrer que [ est prolongeable par continuité en 2 et déterminer son prolongement.

'

Théoréme 5 J Soit £ une fonction définie sur I\ {a}.

Si lim f{x)=.... (.......) alors fest prolongeable par continuité en a.

I

est

vrrensenee 81 X E G
La fonction g définie sur / par g(.r}= { .
1 r=d

— g g'appelle

n Opérations sur les limites :

,-j.{
-

-

Activite 4 (Cahier de cours)

Calculer les limites suivantes ;

sin” x

2 -
o iy < . . 3 lim
leIPc: 2x +x+ _P.IE; -Jr_:t:_ +2- \Jlr.r +5x w0 cosx —1

fi lim 4/9x" +1+5x iier+l—Jl—x

S =l sinx

G
Ill’l‘l—

e S lim x—x —x

¥+




CHAPITRE: LIMITES-COMNTINUITE

m_] Branches infinies :

/

¥

a - Asymptote b - Asymptote - A:rmpmfe
verticale horizontale oblique

| o

\ A

On a ILIIEJ Jlx)=....

Soit une droite A : y=ﬂr+b
Si

tim [ f(x)~(ax+b)]=..

alors

Activite 5

Sur la figure ci-dessous est tracée la courbe représentative
notée €, dans un repére orthonormé (0.7, 7] d'une fonction
1

f définie sur & \ {1} . Les droites d‘dquations y=_x+ et

x =1 sont des asymptotes a la courbe C r o

Compléter :
lim fl[:.r}= . lim f{x]=

T — K—F—

lim f{x}: N A ) E—

LECILE i’

lim

R ]

e Lyglls_daeolye 28
bd a  BAC MOURAJAZ ‘ o Ghadhab Lassad




| CHAPITRE: LIMITES-CONTIMUITE

u Les branches parabeliques :

a - Branche b - Branche
parabolique de parabolique de
direction celle de la direction celle de la

droite (0.i) au Vi(x)) droite (0. /) au Vi(=))

¢ - Branche parabolique
de direction celle de la

dreite A:y=ar au V({=])

lim f{.r}= SRR

X+

rx)_

#  lim =3

S A s
.__,_./'" xl-i-a-r!-:'-: Jf R [t v [
page s

g
e

-__.-'
1

B0
| L‘

Voir résume

Activité & | (Cohier de cours)

n Le plan est muni d'un repére orthogonal ({]r;)

Soit la fonction f définie par f{x)=x—+x" +3
Déterminer la nature des branches infinies de la courbe de f.

Soit la fonction g définie par g(x)=——J¥+2.
X

C.'R sa courbe repreésentative dans un repere orthogonal {G‘,I', _,r} -

Déterminer le domaine de définition de g.

Calculer : lim g{x}, lim M

F—wikan T
Interpréter graphiquement le résultat.

Déterminer }lm glx) et }Il;nl'l g{x). Interpréter




CHAPITRE: LIMITES-CONTINUITE

Limites

Résume
Interprétation graphique

lim fi(x) =0
l;‘_r}n:f{x] =b

lim[ f(x)—(ax+5)] =0

€', admet une asymptote la droite A:x=a

C, admet une asymptote la droite A: y=5b
au voisinage de 9
€', admet une asymptote oblique la droite

A:y=ax+b au voisinage de oo

lim f(x)=x

X—poi

Déterminer la nature des branches infinies de la courbe -I.'.'.'f

N

lim /)

X==po) X

l
(o]

& )
C; admet une branche

parabolique de direction celle

kdeladrnite (ﬂ:;) au ‘.-"{m) b

| |
[a=0 |

r_
€, admet une branche

parabolique de direction celle

i de la droite (ﬂ!}) au V(m)

lim f(x) - ax =

| x—am
b

-,

o

l

l
(2]

2 ¢ admet une branche

parabolique de direction celle de

la droite Ay =ax auv(m)

C  admet une asymptote oblique
Aryv=ax+bh au"i.i"{m}

LyollSly_de=lre gdo,
BAC.MOURAJAA.CO
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CHAPITRE: LIMITES-CONTINUWITE

(C) et (C') admettent une branche parabolique de direchion

celle de la droate au voisinage de el

Ghadhab Lassad
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{B Composée de deux fonctions
w&finiﬁon - Lecture graphique :

T (Cahier de cours)
‘ |

On considere
Cf et Cg
les courbes
représentatives

de deux

fonctions fet g
definies sur IR

_;.
i :
n Par lecture graphique déterminer: (1) ; /(7] ; £(0) et g(4)

Soit les fonctions J1: x> g[f [I)) et k:xies f(g(x))

Déterminer .Ft{l] ; fl(?) : fi(ﬂ‘] et k(-ﬂl)

[' Commentaire ]

La fonction h: x> g( f(x)) est appelé fonction composée de fet g === Notée h=go [

b
Deéfinition J

Soit 1 une fonction définie sur un ensemble I

Soit v une fonction définie sur un ensemble | tel que u (I ) i

La fonction notée v-u , définie sur I par v ou(x)=v{u(x))

est appelée fonction composée de wet v

-~ LM/A
Ghadhab Lassd¥




CHAPITRE: LIMITES-CONTINUITE
a Domaine de définitionde fi=g¢ - [
—- ), = {IEDr; tel que f(x)e D, }

Activite 8 Cahier de cours)

n Déterminer le domaine de définition de i = g+ f dans chacun des cas suivants :
a- Frixpafx+l ot gixkssin(x)+ 4x

_ 41
fixrs /x-3 et gixi—}ﬂ-v

x-2

1
- f:xH—uEx1+3 &t gixrx—1

Donner I'expression de g« f{x) dans chacun des cas précédents

Activite 9 (Cahier de cours)

Dans chacun des cas suivants, déterminer deux fonctions u et v tel que f= Vol
sin’ {x]

n f::u:i-—}cns[f+l] . fixs 251n[3:}+5 n f:.rl—?xsin[%]

aﬂnnﬁnuité d’une fonction composée

.

- :
Théoréme 5 J Soit # une fonction définie sur un intervalle ouvert { contenant un réel a et

o une fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant

alors est Dol

- s 1 estecontinue en a
Si
* v estcontinue en u(a)

Y,

20 O Vol
. est continue
surl ?

F u est continue sur [ :
B @ U est oo ue su ! 02U estcontinue sur [J
# v est continue sur H{f } el

o bygllsh desle g
Mmathias  BACMOURAJAA. - Ghadhab Lassd




CHAPITRE: LIMITES-CONTINUITE

Vet Rt (Cchier de cours)
Etudier la continuité de f sur l'intervalle [ dans chacun des cas suivants :
2 4w
nf:xHSIH ; I =10+
x
i

z
+3
ﬂ:x!—}xx [ HIXESCosX et f=veou ; I=}ﬂ,5]

nl.imilas d’une fonction composée

Theéoréme 6 J 4, b et ¢ finis ou infinis

limu(x) =b-

1

. i > limvou(x)=c
limv(x)=¢/ i (x)
£ x—erh

Activite 11 ) (Cahier de cours)

Calculer les limites suivantes :

£ ; T
lim sin| —
=1 X - ]_

: 3 - [ X ]
lim sin

3 2x=1

A ctivits 12 {Cahier de cours)
ACIVINE Lo

Les courbes C, et C, représentent respectivement la fonction g définie sur IR\ {2} et une

L |

fonction u définie sur 14;+ﬂ'3|_.

A 41 A 1 -3

On considére la fonction composée f =ucg.
II1] Déterminer le domaine de définition de f.

Il Déterminer graphiquement - £1_lim_£(x) _lim f(x) et lim f(x).

fhi 1




