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Nombres complexes

prof :Maatallah 2021 /2022 Classe :4Tech

INTRODUCTION ET DEFINITION .

(\ U
“g"Remarque

) ¢ N est I'ensemble des entiers naturels . Dans N: x+ 1 = 0 n'a pas de solutions .Cette équation
a une solution notée —1, cette solution est un élément de I'ensemble Z.

e Z est I'ensemble des entiers relatifs.Dans Z : 2x = 1 n'a pas de solutions. Cette équation a

1
une solution notée :5 ,cette solution est un élément de I'ensemble Q.

b ¢ @ est 'ensemble des nombres rationnels de la forme P avec peZetgeZ* .DansQ:x*=2

n'a pas de solutions .L'équation a deux solutions notées v2 et —v/2, éléments de I'ensemble
R.

* R est I'ensemble des nombres réels .Dans R : x*> = —1 n'a pas de solutions.
L' équation a deux solutions imaginaires notées i et —i, de 'ensemble C.

T C est I'ensemble des nombres complexes de la forme a+ibavecacRetbeR.

W C contient R .On a donc NCZC@CRC(C

( |- L E

“g*Définition

Il existe un ensemble , noté C,appelé ensemble des nombres complexes contenant I'élément
i,tel quei®=-1.

Tout nombre complexe z s'écrit d'une maniére unique sous la forme algébrique suivante :
z=a+ibou a et b sont des réels
a s'appelle la partie réelle de z .On la note a=Re(z) et b s’appelle la partie imaginaire de z .On
la note b=Im(z)

Ay
£ Lécriture z=a+ib est applée forme algébrique de z.
A

¥ Sib=0< Im(z)=0,0na:z=a,zestunréel.

\ ry - . - - - *
¥ Sia=0< Re(z)=0,0na:z=1ib,on dit que z est un imaginaire pur (z € iR)

“¢*Propriétés
Soit z=a+ib et Z’=a’+ib’ alors :
1] z=Z©a=detb=V
z=0¢a=Oetb=’" - -
. O !‘.‘J’JEL'E_‘}&EQH F e
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“g*Exercice n 1

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de chaque nombre ci-dessous.
Z21=2+5i-3 Zp=1+1 Zs=—2 z4=-3i

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
2 =2 +b—([3—Ti) Zz = (2 +51)(3—71) 73 = (2+1)°
Réponse

#Représentation géométrique d’'un nombre complexe
“¢Définition -

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; _u., _r;)

» Soit M(a ,b) un point de P.On appelle affixe de M le nombre complexe noté af f(M)
ouzytelque:af f(M)=zy=a+ib
» M(a,b) est le point image du nombre complexe z = a + ib.

L8]
[

1
L

» Le plan est appelé le plan complexe
» Laxe des abscisses est appelé axe des réels.
» Laxe des ordonnés est appelé axe des imaginaires purs.

Pour tous points A(z4) et B(zp) du plan complexe on a :

» le vecteur AB a pour affixe aff(ﬂ?’) =Zsm=Zp—724

Zat+z
» Le point I, milieu du segment [AB],a pour affixe{ zy = = = <

—_— —_—
Pour tous vecteurs u et v ettousréelsa et fona:

afflau +Bv)=aaff(u)+paff(v)

e !-’JB&DL”.'J&@M
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“¢*Formule de Moivre :
Pour toutréel @ et neNon a:

(cos@)+isin@))" =cos(nf)+isin(nd)

G@’-Formules d’Euler:

Pour tout réel @ on a:

cos@l= 3

ow
-g“‘Remarques
YaeR etVBeR

'E@f—Exercice nlo

Ecrire sous forme exponentielle chacun des complexes suivants :

-1+iV3 (1+iv3)?

3-iv3 B+iV3)3

Soit 6 €]0, [, écrire sous forme exponentielle chacun des complexes suivants :
Z =1+e' zp=1-e¢t? z3=i+e'®

Réponse

T
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#Vecteur , alignement et orthogonalité
“¢Définition

Le plan P est rapporté a un R.O.N (O; _L;, _r;}.Soit les points A(z4) , B(zg), Clz¢) et D(zp) .On a:

[Tf, E) =arglzp—24)[2n]

o

) arg( = 2L o

T .
‘¢ Propriétés
Le plan P est rapporté a un R.O.N (O; ;, 7}.Soit les points A(z4) , B(zg) , C(zc) et D(zp) . On a:

Les deux vecteurs AB et CD sont colinéaires si et seulement si
D — 2C,
k€ Z ou encore (—)eR
ZB—ZA

Les deux vecteurs AB et CD sont orthogonaux si et seulement si
2D~y .

k € Z ou encore (——) iR
g3 — <4}

“¢Corollaire
Le plan P est rapporté a un R.O.N .(O-; ;, ?).So.it_les points A(z4) , B(zg) , C(z¢) et D(zp). On a:
2C— 2A
ZB — ZA

les points A , B et C sont alignés si et seulement si ( ) €iR

Zp— Z¢
B — 24
4D — &C .
—)€iR
ZB — ZA

Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si ( ) eER

Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si (

N @ ‘Exercicen 11 N

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct [O DU, ?).Soit les points A(1 —1i), B(-2) et
C@+2i).

Placer les points A, B et C . Montrer que le triangle ABC est isocéle et rectangle en A

Déterminer I'affixe du point D pour que ABDC soit un carré.
Réponse

v elBl de>lis 2990 EMWLJL
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Racines carrées d'un nombre complexe

“¢Définition
Soit W un nombre complexe donné .
On appelle racine carrée de W tout nombre complexe z vérifiant z°> = W

“¢‘Exemple
On a :9 =3 alors 3 est une racine carrée de 9
On a:—4 = (21)? alors 2i est une racine carrée de —4
Ona:(1-i)% = -2i alors 1 — i est une racine carrée de —2i

G@’-Théﬁféme :(i\;iéthode tri onométrique )

Soit W = re' un nombre complexe non nul donné sous forme exponentielle .

Léquation :z> = W admet dans C deux solutions opposées :
0
—
Do =—Z1 = —\/? e 2

Les solutions z; et z; sont les racines carrées de W

IS
-@-Preuve

BAC.MOURAJAA.COM
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“¢*Exercice n 12

Déterminer les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :
=t Zp =—1 Zai= = Z4:\/§+i el

Réponse

o

(Méthode algébrique )
Exemple :

Résoudre dans C I'équation : z2 =3 + 4i
Réponse
Onposez=x+iy,ona:z? = x*—y* +2ixy et |zz|=1c2+y2
2+ =18 +41)] 2+ =5 1)
Z°=3+4i & x*-y*=3 -y =3 (2 {
2xy=4 iy —2 (3)

x=2
{x2=4

2x2=8 (1)+(2)
xp=2 (3

3 et ' doncz; =2+i et z=-2-1i=-z; sontles
5, o Tt

4 yeil

(! racines carrées de3 +4i

*¢*Théoréme :(Méthode algébrique )

Soit W = @+ ib un nombre complexe non nuletz=x+iy .Léquation:
2+ 2= W) K +yP=Var+ b

2= <« x* — y* = Re(W) ¥-y*=a
2xy=Im(W) 2xy="h

N

1
W

P
 [‘¢*Exercice n 13
Déterminer les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :
b= — e o= —5+121 Za=—21—201 z4=35+121
Réponse

e
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(#Equation du second degré a coefficients complexes
¢*Définition

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes donnés tels que a # 0 . Léquation az®+ bz+c = 0s’'appelle
équation du second degré a coefficients complexes .

G@’-Théor(‘-*,me

Soit I'équation (E) : az® + bz+c=0telleque aeC* et b,c€ C. On pose
discriminant de I'équation (E)

é‘ Si A =0, alors (E) admet dans C une solution double :

91 Si A # 0, alors (E) admet dans C deux solutions distinctes :
-b+6 -b-6
Z = —| et |2y = ——
2a | 2a

ou & est racine carréede A | A = bz —4ac = (5)2

Gqﬁn’-Exemple

Résoudre dans C les équations suivantes :
(E1):22+2iz-1-i=0 (Ep):2*+2iz-1=0
Réponse

W 2 uis—1—=0 , A=b —dac= (20 4D(-1-)=-4+4+4i =4i =2(2) =2(1+1)? =
V2(1+1)]% & =[v2(1+1)] estuneracine carrée de A, d’ou
_=b+8  -2i+V2(1+1) ) _2b+8  -2i-V2(1+1)

Ll 2 T 2a 2

b 254 2iz—-1 40, AS R dac St 4(1)(-1)=-44+4=0 douz =2=

(. I

~¢'Exercice n 14

Résoudre dans C les équations suivantes :

(F)):22—(1+D)z+i=0 (E):22°+(1-3i)z—-1-i=0 (E3):iz>-2(1+i)z+2=0
Réponse

L)g)SL_da>lyn 2890 b
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Soit I'équation () : az®+2b'z+c = 0 telle que a € C* et b',c € C . On pose
appelé discriminant réduit de 'équation (E)

& -b
é‘ SiA" =0, alors (E) admet dans C une solution double : =2 =—
a

g Si A’ # 0, alors (E) admet dans € deux solutions distinctes :

b+ -b' -9

] =——| et |Zp=—""
a a

ou &’ estracine carréede A’ |A’ = b’fz —Aac = (6 ’)2

o
‘*Exemple

Résoudre dans C les équations suivantes :
(B)):22+2iz-1-2i=0 (E»):2°+2z+1=0
Réponse

Z24+2iz-1-2i=0 , N=b%-ac=(D*-()(-1-20)=-1+1+2i=2i=(1+0)? & =(1+1)
—b’+5’_—i+(1+i)_1
= = =0

est une racine carrée de A’, d'ou z1 =
et

AT
e B i sl BRRRE R
a i

| b
® 2002510, =-ac=()PN =0 doml>- -

b

(\ ! o
“¢“Remarque
Soit I'équation (E) : az?+ bz +c =0telle queacC*ethceC

“"? Si zZ1 etz sont les solutions de (E), : 6122 +bz+c= a(z— Z]_) (z—25)
-b E

é Si zeiz,sontlessolutionsde (E), 121+ 20 = —|et|21.20 = —
a a

: £
Si la+b+e=0 ‘ , alors (E) admet dans C deux solutions { 2] = 1812y = —

= —C
@ Si |@—b+c=0|, alors (E) admet dans C deux solutions { Z; = —1€t2Zy = —
’ a

& Si a,betcsonttroisréels (a#0)etsiA<0,alors| Zyp = Z_1

e !-’JB&DL”.'J&@M
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‘g*Exercice n 15

Résoudre dans C les équations suivantes :

(E):z2—(1+D2-2-2i=0 (B):Z°+2+1=0 (Ba):z*-iv3z-1=0
(Ey):z2+i(e9-2)z+e9-1=0,0€]0,n] (E5):22-2(i-cos0)z—2icosd=0,0 €]0,x[
Réponse

A\

F - 5 ‘""\ 3 T
% [} ° L] L L]
“¢"Exercice n 16 (BAC Tech 2021 Session principale)
Ecrire(1 — iv/3)? sous forme cartésienne.
Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation :

222 —4iV3z-5+iV3=0.

1I| Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O U, T;),on considere les

1+iv3 -1+3iV3

points A, B et C d'affixes respectives : z4 = on = etzc=-1+iV3.

On désigne par (C1) le cercle de centre O et derayon 1 et par (Cy) le cercle de centre O et de
rayon 2 (figure 2 de Pannexe ).

Ecrire z, et z¢ sous forme exponentielle .
[a| Montrer que le point A appartient a (Cy) et que le point C appartient a (Cy).
|E Montrer que le quadrilatére OABC est un parallélogramme .
Construire les points A, B et C.
Montrer que la droite (AC) est tangente a (Cy) .
On considére le point I d'affixe z;=1.
— A;jla perpendiculaire a la droite (AC) et passant par le point [
— Ay la paralléle a I'axe des abscisses passant par le point B.

A; et A; se coupe en un point H d’affixe zg

[a] Vérifier que zg = x + i? ou x est un nombre réel .
b4

@ Montrer que z —1 = reig our=I[H.

5+3iv3

—

Montrer que le triangle BT H est équilatéral.

En déduire que zy =

e !-’JB&DL”.'J&@M
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“¢Exercice n 2

Dans le plan complexe, on considre les points A(-1+2i#) ,B(1-1) et C(3 —2i)
Placer les points A,Bet C
Déterminer Iaffixe des vecteurs AB ,BA,AC ,BC et3AB — CB
Déterminer I'affixe du point D ,sachant que ABCD est un parallélogramme

E Déterminer I'affixe du centre du parallélogramme
Réponse

¢ Conjugué d’'un nombre complexe
¢*Définition

Soit z = a + ib un nombre complexe , ou a et b sont des réels.

On appelle conjugué de z le nombre complexe| 2= a+ib=a—ib

v Lol daslie gdge
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‘¢~ Exercicen 3

Déterminer les conjugués des nombres complexes suivants :
Zl=3+i Zp=—1-2i Z3 = — Z4=—2i
Réponse

"% Propriétés

Soit z un nombre complexe qui s'écrit sous la forme algébrique z = a+ i b alors ona:

Le conjugué de z est évidemment : % =2z
s+z—2a—72Relz) z—z=2ib=2iIm(z)

& [Zestréel o Im@ =0 o z-%

e z est imaginaire pur < Re(z}A:tOr T e

4] |z.Z = a® + b* = Re*(z) + Im*(z) e R,

&0

* Propriétés

Pour tous complexes zet z', ona:

Z+2 =Z+2

.

r . r " -
4} Remarques
Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; _u’, _r;)

Le point M’ (Z) est le symétrique du point M (z) par rapport P'axe des abscisses .
Le point M”(—z) est le symétrique du point M(2) par rapport Porigine O du repére.

Toute droite(D) admet comme équation cartésienne:| ax+ b y+c= 01, (a,b) #(0,0)

EI Une équation cartésienne du cercle (¢) de centre I(a, b) et derayon R est :
(x—a)?+(y-b)?*=R?
L'ensemble des points M(x, y) vérifiant I'équation :

—a —-b
X y2 + ax+ by + ¢ = 0 est un cercle de centre I(T’ 7) et de rayon R = VT avec

L)slSL_de>lyo 2890 3 . L“L : i’/“d
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—‘@’- Exercice n 4

Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :

2= 1 1 3 27 1+6i
1= Ly = m— e == Zy =

3 i e . = :
3121 = i 3—21
Le plan P est rapporté a un repeére orthonormé direct (O - —:;, _1;)

Z5 = —
(1+1)2
z—1+1

A tout point M d’affixe z différent de i , on associe le point M'(z') tel que z’ = —

|a] Déterminer les coordonnées du point A" associé au point A(1 + 2i).

@ Déterminer les coordonnées du point B auquel est associé le point B(0, -2).

¢| Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que z’ est réel.
p q

@ Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que z’ est imaginaire pur.

BAC.MOURAJAA




(#Module d’un nombre complexe 1

(i 7 TPy
“¢-Définition
On appelle module d'un nombre complexe z = a + i b avec (a, b) € R? le réel positif défi-
nie par : = \/a2+ b2 = \/ZE
Gr aphiquement,si M est I'image de z, alors on a | |z| = OM = vV a? + b?
2 =

~

Pour tous points A et B d’affixes respectives z4 et zg on a: AB=|zp—2z A||

"
\

-Exercice n 5
Dterminer le module des nombres complexes suivants :
Z1=2+51 Z=1+i Z3=—2i Za=4-3i
Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O ] T.f, T;),on considere les

points A et B d'affixes respectives 24 =2 —3ietzg=5—1.
Calculer les distances OA, OB et AB . En déduire la nature du triangle OAB.
Réponse

I B

“9* Propriétés

Soit z et z’ deux nombres complexes on a:

|zl = |z| = |-zl lz.2| = zl.|7]

Z |Z]
Siz’#Oalors: —|=— Y neN: |Zn|=|Zln

z'l |2
. | l2l=vEZ

|Z+zf|s|z|+|,f| o _.,.. .“. -
% L,oJBL_de>lye 2990 - o,
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-“¢*Exercice n 6
Déterminer le module de chacun des nombres complexes suivants :
; -
C (1+4i)(3-40)
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O; u, Tz’},déterminer I'en-
semble des points M d affixe z tels que :
|2l =9 lzt 285 =4 lz—3i|l =1z +3-5i|
Réponse

z = (2+51)(1 - 37) = = me={1-21 =
1

% Remarques

Le plan P est rapporté 4 un repére orthonormeé direct (O i, —L;)

Lensemble de points M(z) tels que ["Z =iz A| =R =0
est le cercle de centre A et de rayon R.

L'ensemble de points M(z) tels que IZ' "ZAI = |Z = ZB|
est la médiatrice du segment [AB] .

i i .
‘¢*Exercice n 7
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O £ ;, T;), on consideére les points
A, B, C et D d'affixes respectifs ; za= —2i,zg=4-2i,2c=4+2ietzp=1.
Préciser la nature du triangle ABC.

On désignepar f 'application qui 4 tout point M(z) distinct de A associe le point M'(z') tel
=21
ques 2= ——.
Z+ 21

Déterminer les images de B et C par f .
@ Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que : |Z’ l =1,
Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que: 2z’ est réel.

' [a] Démontrer que pour tout z # -2i,ona: (2’ —1)(z+2i) =—4—4i.

@ En déduire que si M varie sur (4) de centre A et de rayon R = 4 alors M’ varie sur un
cercle (¢”) que I'on précisera.

Réponse

LysllSly_daolie gige -,
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Argument d’'un nombre complexe

“¢Définition

Soit z = @ + ib un nombre complexe non nul et
M son image dans le plan complexe muni du re-
pére orthonormé direct (O; ;, ?] . On appelle
argument de z et on le note ar g(z) , toute me-
sure , en radian de P'angle orienté [T;, m}.On
adonc:

arg(z) = [TI’, a/f) +2km=0+2kn; keZ ou

[E—

bien (;, OM) =0 [2x]

(¢*Cas Particuliers

Si z est un réel strictement positif alor-s., keZ o ‘ arg(z)=0[2n] ‘
Exemple: arg(1) =0[2n], arg(5) =0[2a], arg(0.5 =0[2x], arg(35)=0[2x]

Si z est un réel strictement négaﬁfalors| arglzl=n+2kn|, keZ < \ arg(z) =nl2n] |
Exemple:arg(-1)=nl2n], arg(-2)=nr2x], arg(-0.7) =n[2n]

§i z = ib avec b un réel strictement positif alors

arg(z) = %+2kn , keZ ol|arglz) = g[ZE]

Exemple : arg(i) = %[275] , arg(2i) = g[zn] , arg(ii) - g[zn].
§i z = ib avec b un réel strictement négatif alors
arg(z) = —g— +2kn|, keZ ol|arglz= —g[ZJr]

Exemple targl=i)= —2[231:] ; arg(=3i) = -g[zn] : arg(—%i] = —g[z:'r].

e !-’JB&DL”.'J&@M

BAC.MOURAJAA.COM




“¢¢Propriétés

Soit z et 2’ deux nombres complexes non nuls ,
kunréelnonnulet neN".

arg(z) = —argl(z)[2x]
arg(-z)=n+arg(z)[2n]

Si k>0 alors arg(kz) = arg(z)[2n]

14] Si k<0 alors arg(kz) = x +arg(z) (27

arg(zz') = arg(z) + arg(z))[2n)

1
arg(;) =—arg(z)[2n]

arg(é) =arg(z) - arg(z)[2n]

arg(z") = narg(z)[2n]

(#Forme trigonométrique et farme exp-"i{:,_enti'elle d’'un
nombre complexe

-@ Définition (Forme trigonométrique d’'un nombre complexe )

~

Soitz un nombre complexe non nul, z = a+ib
, (a,b) € R? .En notant r le module de z et 8 un
argumentde z,on a:

cos(0) = E < a=rcos(@)

b :
sm(B):? o b=rsin@) et Zz=a+ ib =

rcos@)+irsin(@) =r(cos(@) +isin(0)).
L'écriture de z sous la forme z = r(cos(@) + isin(@))
avec r >0 et 8 € R est appelée forme trigono-
métrique de z.
z=r(cos@)+isin@)=Ir, 9]_'
r et 8 sont les coordonnées polaires du point M
d’affixe z

[¢*Exercice n 8

Ecrire, sous forme trigonométrique , les complexes suivants :
z1=1+i\/§ Zo=1-1 23=—\/§+i Z4=—\/§—3i
Réponse

Lyollsb_delyo gige
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(¢Propriétés

Soient z = [r,0] et z’ = [r',0'] deux nombres complexes non nuls.On a pour tout entier 7 :

z=[r,-0] e [%,—9] £ [%9—9"]

Z z
z.2 =[re,0+0] i e 310

(\‘ .
“¢-Exercicen 9
Ecrire , sous forme trigonométrique , les complexes suivants :
1—i
zi = [=1+iv3)? : 24 =(-2+20)(-v3 =30)
Réponse

C‘g;'@’-Déﬁnition (Forme exponentielle d'un nombre éomplexe )

Pour tout R, onpose | COS(B) + isin(@) = elf

Soit z = r(cos(0) +isin(@)) = [r, 0] un nombre complexe non nul , I'écriture
un réel strictement positif est la forme exponentielle de z

N

(l .
“¢*Propriétés
pif it = i6+0) (éi?)’,l = 10 pi0 it _ pi(6+0)

el T , :
— = ¢!(0=0) — e % =cos(@) —isin(®)

A\

|"'g"Remarques

T
) He+—)
lz=re

~if

siz=re%alors|Z=re

) i(0+—) = :
—iz=re 2 e i e" = [1,0]

b4
z I i z :
—1 =™ i=p 2 : 2 81(8+2kn) — etB
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