[ FONCTION EXPONENTIELLE 4°™¢ §¢ Techniques ‘

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7,j).

Exercice 2

Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = %ln(l + e7*). On désigne par (C f) sa courbe représentative.

1) a) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout x € R, f'(x) = — é X ﬁ
b) Dresser le tableau de variations de f.

¢) Vérifier que pour tout x € R, f(x) = — %x +§ In(1+ e%).
d) En déduire que la droite A: y = — %x est une asymptote a (Cf) en —oo,
Etudier Ia position relative de (C;) et A.

e) Tracer (C f) et A.

2) a) Montrer que ’équation f(x) = x admet dans R une solution unique a.

b) Verifier que 0 < a < 1.

3) a) Montrer que pour tout x > Oona: [f'(x)| < i

b) En déduire que pour toutx > 0ona: [f(x) —a| < %Ix - al.
Exercice 4
1) La courbe (T') ci-dessous est celle d’une fonction g définie, continue et dérivable sur R.
On sait que :
* La droite d’équation y = —1 est une asymptote a (I') au voisinage de —oo.
* La courbe (I') admet une seule tangente horizontale.

* La courbe (I') coupe Paxe des abscisses (0 ,7) en un unique point x,.

4

, .
@
En utilisant le graphique : \\

a) Déterminer g(0) et g'(0). |

b) Déterminer le signe de g sur R.

2) La fonction g est définie sur R par - alv) — (ov L Re
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a) Exprimer g(0) et g'(0) en fonction de a et 3.
b) Déduire, en utilisant 1)a), que pour toutréel x ona : g(x) = (x — 1)e* — 1.

e*+1

Dans la suite de I’exercice, on considére la fonction f définie sur R* par f(x) = .

On désigne par (C f) sa courbe représentative.
3) a) Calculer } _l)r_nw f(x), :f—?(}! f(x) et 55331 f(x). Interpréter graphiquement le résultat .
b) Calculer Jil}rlwf (x).
¢) Justifier que la courbe (C f) admet une branche parabolique de direction (0 ,j ) au voisinage de +o0
4) a) Vérifier que pour tout x € R'on a: f'(x) = %
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que f(x,) = ?1_1
d) Tracer (Cy). ( On prendra xo = 1,2).
Exercice 6

fx)=x—1+e* six<0
f(x) =x—xInx six>0

On consideére la fonction f définie sur R par : {

Soit (C) sa courbe représentative ( unité graphique 2 cm ).
1) a) Montrer que f est continue en 0.
b) Montrer que f est dérivable a gauche en 0 est que le nombre dérivé a gauche en 0 est 2.
¢) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
2) a) Etudier les variations de f sur |—co, 0 puis sur |0, +oo|.
b) En déduire le tableau de variation de f sur R.
3) a) Montrer que la droite A : y = x — 1 est une asymptote a (C) au voisinage de —oco.
b) Préciser pour tout réel x < 0, la position de (C) par rapport a A.
c) Préciser pour tout réel x > 0, la position de (C) par rapporta A’ : y = x.
d) Déterminer une équation cartésienne de la tangente T a la courbe (C) au point A(e, 0).
4) Tracer A,A",T et (C).
5) Soit g la restriction de f a Pintervalle [1,+oo].
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle | que ’on précisera.
On désigne par (C") la courbe représentative de g 1.
b) Vérifier que la droite T définie dans A)3)d) est tangente a la courbe (C") au point B(0, e).
¢) Tracer (C").

Lien pour télécharger I’intégralité de la série

Fonction Exponentielle 4éme Sc Techniques
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Correction fonction exponentielle 4¢¢Sc Techniques

Exercice 2
1
f(x) = Eln(l +e*); xeR

1) a) x » 1+ e ¥ est dérivable et strictement positive sur R

1 "1
pour toutx € R, f'(x) = [Eln(l + e“x)] = E(

1+e~
b) pour tout x € R, f'(x) = —-%x 1+1ex <0

X oo

f'(=)

f(x)

1
limf(x) = lim Eln(l +e ™) =0 ; lime*=+4w ; liml+e*=+4w
X——w X——w

X——0 X—+

1
[ =1l — Y = = [ g . [ =
BRit=Pplairen =0  Inas=0: i ias=n

co)vVxeR,f(x) = %In(l +e™)= %In[e‘x(ex +1)] = %[ln(e‘x) + In(e* + 1)]

1 1 1
el x — =N x
—2[ x+ In(e*+ 1)] 2x+2!n(1+e)

1 1 1 1 1
d) lim f(x) - (—-é-x) = lim —5x+5In(1+ ") +5x = lim SIn(1+¢%) =0
donc la droite A: y = —%x est une asymptote a (C) en —co.

1 1
vVx € R,ona: f(x) — (—Ex) = i—ln(l +e*)>0

donc Vx € R, (C f) est au-dessus de A.
e)
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2) a) Soit g la fonction définie sur R par g(x) = f(x) — x

pour montrer que f(x) = x admet dans R une solution unique a , il suffit de démontrer que I’équation
g(x) = 0 admet dans R une solution unique a.

VxXER,g'(x)=(f(x)—x) =f(x)—1<0 car vxeR,ona: f'(x)<0

x|—00 +0co

g9'(x) =

4
T e

b) g(0)=f(0)— 020,35 ; g(1)=f(1)—1=-0,34 donc 0 < a < 1.

= If ()l =5 %

_ 2 1+e*  1-e*
T 4(1+eX)  4(1+eX) T 4(1+eX)

3) a)Pourtoutx > 0ona: f'(x) = e

2 1+e* 1+e*

1
4

1-e*

x> —ef < — —erf < <
2> ef>1 =2 —ef<-1 =21—-e*<0 ‘$4(1+e")_

ainsi pour toutx >0 ona: [f'(x)| < i

b) Pour tout x > 0et0 < a <1ona: f estcontinue sur [a,x] dérivable sur |a, x[

\ o : . 1
d’aprés le théoréme des accroissement finis pour toutx >0 ona: |[f(x)— a| < = |x — al.

Exercice 4
1) La courbe
a)g(0) =—-2etg'(0)=0

b) x [ Xo

9 | - ¢ +

2) gx) =(ax+ Ble*—1;x€eR ouaeRetBeER
2)g(0)=p-1

g est dérivable sur R ; pour tout x € R ;

9'(x) =[(ax+p)e* —1]' = ae” + (ax+ ple* ; g'0)=a+p

g0)=g-1=-2 B=-1 p=-1
b){g’(0)=a+3=0 donc {a-t—ﬂ:(}donc{a:l

ainsi pour toutréelxona: g(x) = (x —1)e* — 1.

ooli Mohamed Hechm




) fE) =22 xeRr

X

&1 _
— =

® e =m0

limf(x) = lim ki

e*+1
x—0~ x—0" X i

== limfC0 = lim = 4oo

la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (Cy).

, . e*+1 i e* 1
b) lim f(x) = lim =lim—+-=+4w
X—+wo x—=+xo X x—=+tw X X
P x . e+ . e 1
c) lim I = 1im 2 = lim & + L = o0
x—+o X x—+oo X x—=+o X2 xZ

ainsi la courbe (C f) admet une branche parabolique de direction (0 ,j ) au voisinage de +o

4) a) f est dérivable sur R* pour tout x € R*'on a :

e"+1)'_xex—ex-—l_(x—l)ex—l_g(x)
= 2 = — 2

e =

x x x2Z x

9

b) Pour tout x € R*ona: f'(x) = —%)- , donc f'(x) prend le si

X —0

f'(x)

f(x)

e*o+1
c) f(xo) = % or glxg) =0 © (xg—1)e*—-1 o e =

1 +1 1+x0'—1 X0
-1 —1 —q 1
fxo) = =2 =T - T -

X0 X0 X o —

d)

Exercice 6
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position de (C) par (C) au-dessus de (C) au-dessous de

rapport a A’ A /\A'

Intersection (1,1)
d)f'(e)=-1; fle)=0
T:y=f'(e)(x—e)+f(e); T:y=—(x—e); T:y=
Déterminer une équation cartésienne de la tangente T a la

4)

\

5) g(x)=f(x)sixe[1,+o0

a) g est continue et strictement décroissante sur [1, +co[ donc g réalise une bijection de [1,+oo[ sur
J=9(1,+x[) = ]-,1]
ainsi g admet une fonction réciproque g ! définie sur un intervalle | = |—co 1]

b) Soit T’ 1a tangente a la courbe (C") au point B(0, ¢)

1 . % & _

g@*O) ge -1
T :y=(g V0)(x-0+g0); T':y=—x+eor T:y=—x+e

—1

g(e=0 & g l(0)=e; (g7)'(0) =

ainsi T est tangente a 1a courbe (C") au point B(0, e).

¢)(C)=5y(C) avecA':y=x
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fx)=x—-1+€* six<0
{f(x)=x—xlnx six>0’ xeR

1) a)f(0)=0-1+e=-1+1=0

limf(x) =limx—1+e*=0 ; limf(x)=limx—xlnx=0
x—0~ x—0~ x—0% x—-07F

ona: lirggf(x) = Iirg;rf(x) = f(0) ainsi f est continue en 0.

b) “mf(xi:g(ﬂ) x—1+¢*

x—=0~

ainsi f est dérivable 2 gauche en 0 et f;(0) = 2
f(x)—f(0) x—xlnx
x—0

= lim
x—0~ X

=lim———=1liml-Inx =4+

c) lim
x—0" X x—0+

x—0*
donc f n’est pas dérivable a droite en 0 et (C) admet a a droite en 0 une demi-tangente verticale dirigée
vers le haut.

2) a) f est dérivable sur |—co,0[
f'(x)=(x—-1+¢€*) =1+ ¢e* > 0donc f est croissante sur |—co, 0[
f est dérivable sur |0, +oo] :

1
f(x)=(x—xlnx)' = 1—Inx—x><;: 1-Inx—1=-Inx

donc f'(x) prend le signe de —In x sur |0, +oo[
sixe]o,1]ona:lnx<0 = —Inx>0 = f'(x)=> 0donc f est croissante sur ]0,1]
sixe[l,+o[ ona:nx>0 = —Inx<0 = f'(x)<0donc f est décroissante sur [1,+oo[

b)

fx)

f(x)

=1

lim f(x) = }_iztx— 1+ef=-o0 ; limf(x)= xl_igtx— XInx = limx(1-Inx) =

X— X+ P
3) a)j_i}:gof(x) -(x-1)= xl_iﬂix— 1+e*-(x—-1)= }L’_’}Oex =0
ainsi la droite A : y = x — 1 est une asymptote a (C) au voisinage de —co.

b) Pour tout x < 0,ona: f(x)—(x—1)=e*>0
ainsi pour tout x < 0, (C) est au-dessus de A.

¢) Pourtout x > 0,ona: f(x)—x=x—xlnx—x=—xinx
donc f(x) — x prend le signe de —In x sur ]0, +oo[

x |0 1 +00

1 ) i
Lo . - byolsb_de>lye 2
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