Fonction logarithme népérien 4°¢ S¢ Expérimentales

Exercice 1 N
bl
Soit la fonction définie sur |0, +oo[ par: f(x) = ‘HTn(x) ouaeth son!}enx réels.

Soit F la primitive de f qui s’annule en 1.
Ci-dessous, on a tracé dans un repére orthonormé (0,1,j) La cm@représentaﬁve de f et la droite
Ary=x

Cy coupe I’axe des abscisses au point d’abscisse Ve et 1a droite A au point d’abscisse .

1) a) Exprimer en fonction de a et , f(1) et f(Ve)
b) En déduire que poﬂ’\;&@? €]0,+x[ona: f(x) = %

2) Soit g la restriction 6055 Pintervalle |0 , Ve

a) Montrer que @se une bijection de |0 ,+/e] sur un intervalle ] que I’on précisera.

On noteg 'la fo@n réciproque de g et C’ sa courbe

b) Tracer @ préciser (g~1)'(1).

3) Soit A l’amlu domaine plan limité par s, C', I’axe des abscisses et ’axe des ordonnées.

Ve
a) m@ L f(oyde =
WS,

)E duire la valeur de A.

r
L

\é&ntrer que LEF(t).f(t) dt=0
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Exercice 2

On considére la fonction f définie sur |0 , +oo[ par f(x) = xlnx — %lnzx v

On désigne par C; sa courbe représentative dans le plan muni d’un repéreo%onormé (0,1,)).

1) a) Montrer que H’(ﬁ f(x) = —oo. Interpréter le résultat.
xX—

b) Montrer que li?_:‘l f(x) =+ Q
X— 1o
¢) Montrer que C; admet, au voisinage de (+o0), une branche ]ique de direction (0, j).

(x—1)Inx
x

b) Montrer que pour tout x € |0,+o[, (x — 1)Inx >0 %

¢) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que pour tout x € |0 ,+oo[, f'(x) =1 +

3) Montrer que la tangente (T) a la courbe C £ au point d’abscisse 1 a pour équationy = x — 1
4) On pose pour tout x € |0, +o[,g(x) = f(x) —x+1

On donne ci-contre le tableau de variation de g. X 0 +0c0

a) Calculer g(1) et en déduire le signe de g&Q) g(x) L /+w
a0

pour x > 0

b) En déduire que le point A(1,0) est l;q@'ﬁt @’inflexion de Cy.

¢) Montrer que I’équation g(x) = 1 a@ dans |0, +oo[ une unique solution « et que @ € |3,3 ; 3, 4].
5) Soit la droite A: y = x.

a) Montrer que la droite A couptnﬁburbe C; uniquement au point d’abscisse .

b) Tracer la tangente (T),la dl@l& et la courbe Cy dans (0,1, ).
6) a) Montrer que f réalise u %&cﬁon de |0, +oo[ sur R.
On note 1 1a fonction réc e de f, on désigne par (T) sa courbe représentative dans (0,1, ).

b) Tracer (I'). )
7) Soit A ’aire dela p u plan limitée par la courbe (I') et les droites d’équations :
y=1,y=e et x

e’ +1

a) Montrer q 7

b) Montre la fonction u définie sur ]0 , +oo[ par u(x) = xIn’x — 2xInx + 2x est une primitive

de la fonctio In?x.

e?—2e+5
ors que A =




Correction Fazzoura 5

Exercice 1

D) fx) =" vx o, +oo]

a) f(l) — a+bin(1) —
1
add bln(\/E) _ a+ bln (ei) a
Ve Ve

f(Ve) =

142
et f(\f_e) =0 donc% =0 donc g

donc Vx €]0,+[ f(x)= @
2) 2)Onag(x) = f(x) six€]0,Ve |
On a g est cntinue et strictement décroissante sur |0 ,+/e | donc g réalise une bijection de |0, /e | sur
9(10,ve]) = [g(Ve), lim g(x)| = [0, +oof
b) C' = §,(C) avec A: y = x voir tracage de C’ en fin de la correction.

omag(l)=1 & gl1)=1

iy _ 1 _ 1
(g7H)'a)= gr(g_1(1)) = g 1)

~ v a1+ _
orvxe|0,Ve|;9'(x) = (1 2‘"(1)) _ TG —342in(x)

x x2 xZ

ainsi g'(1) =-3 @ou (g 1)'(1) = _3
v Ve 1 —2In(t) Veq Vveq
3) G)J; f(t) dt = J’l f dt = J; ; dt — ZJ; ?h‘l(t) dt

1
= [nlel]{* ~ 2 x5 [In?e]]{*

= In(Ve) - In?(Ve) =1 ~1 =1

4
b) Soit A; I’aire du domaine limité par C; et les droites d’équations x = 1 et x = e plus I’aire du

triangle OAB

Soit A, I’aire du domaine limité par €', la droite d’équation y = 1 et les droites

d’équations x = 0 et x = 1 plus I’aire du triangle OBC

pour raison de symétrie avec la droite A: y =x ona A; = A, ainsi A = 24, donc

A:Z(J’ﬁf(x) dx+1X1)=2(%+1)=;ua
1

o [[roro a= [ ror ae= )] -1
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. 1(.*«*(:;))2 car F(1) =0

1- Zln(t)

or VtE|0,+0| f(t)= ,

—2X- ln(t)
f est continue sur |0, +oo[ donc f admet au moins une pri
F)=Inlt|-In?ltl+c; ceR
=In(t)—In?*(t)+c; ceER car t€]0,+oo
or F(1) =0 doncIn(1) —In*(1) +¢c=0 doncc=0
ainsi  F(t) = In (t) — In%(¢) d’ou F(e) = In (e) — In?(e) =

f "FOf @) dt =0
1

Cy

Exercice 2

f(x) = xlnx — %lnzx ; x€ 10, 400[
0 +00
1) a) P’g}r flx) = Iiﬁ xlnx — %lnzx = —oo la droite d’équation x = 0 est une asymptote a Cs
— x—

b) lr.mf(x) = l:mxlnx —= ln x= limxlnx| 1 - l>< m = 4w

x—+w0

0

xlnx—in?x 1

’ 5 nZx

c) lim ™2 = i T2 hmlnx——x—— +00
xX—+tw X x—+ x X—+ta x

donc C; admet, au voisinage de (+o), une branche parabolique de direction (0 , )).
2) a) f est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout x € |0,+oo[,on a:
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!

1 1 1 Inx
f'(x) =(xlnx——ln2x) =lnx+—-Xx——Xlnx=Inx+1——
2 x x x

xlnx Inx (x —1)Ilnx
14+——
x x x

(x—1)Ilnx +
ainsi pour tout x € |0 ,+o[, (x — 1)Inx > 0
¢) Pour tout x € 0, +o[,on a: f'(x) = 1+¢> Ocarvx €]0,4+o[ona:(x—1)lnx=>0

X

f'(x)

f(x)

HfFMW=1;fW)=0; M :y=fDx-1D+fQQ) ainsi (T):y=x-1
4 gx)=f(x)—x+1;x€]0,+oo[
)g()=f1)-1+1=0
g est croissante sur |0, +oo|
0<x<1=g9gx<g(l)=>9x<0
x21 % g@zg1) = gx)20
d’ou le signe de g(x)
x1 0 1
g(x) 1 +

b)Pourtout0 < x<lona:g(x)<0=2f(x)—x+1<0=>f(x)<x-1
donc pour tout 0 < x <1 on a: Cy est au-dessous de (T) (1)
Pourtoutx>1ona:gx)20=f(x)—x+120 = f(x) 2x—-1
donc pour tout x > 1 ona: : (s est au-dessus de (T) (2)
de (1) et (2) la courbe Cy traverse (T) au point d’abscisse 1 or f(1) =0
donc le point A(1,0) est un point d’inflexion de Cy

¢) g est continue et strictement croissante sur |0, +oo[ donc g réalise une bijection de ]0, +oo[ sur
9(]0,4w[) =]-0w,+o[ =Ror 1 €R

donc I’équation g(x) = 1 admet dans |0, +oo[ une unique solution a
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9(3,3)~0,93; g(3,4) 21,1 donc g(3,3) <1< g(3,4)ainsia € |3,3;3,4[
g} Axy=x

a) On a: g(x) = 1 admet une unique solution @ donc f(x) — x + 1 = 1 admet une unique solution a
donc f(x) — x = 0 admet une unique solution a donc f(x) = x admet une unique solution

ainsi la droite A coupe la courbe €y uniquement anu point d’abscisse a.
b) Voir tragage de Cy en fin de correction.
6) a) f est continue et strictement croissante sur 0, +oo[ donc réalise f
£(10,+o0) =]~ +o0[ = R
b) () = 5,(Cs) avec A: y = x  voir tracage de (I') en fin de corre
7

a)jxlnx dx=17
1

On pose U(x) = Ilnx U'(x) = %
V' (x) =x V(x) = %xz

1J'e 1 1 1 1 1 e2+1
1

e
1
f xlnx dx:i[lenx]i—z xdx ==¢€? —Z[xz]i =—e?—-e?+-=
1

2 2 4 4 4

b) Pour tout x € |0 ,+oo[ on a:
1 1
u'(x) = (xIn’x — 2xInx + 2x)' = Inx + 2 x;xlnxXx—Z(lnx-E-;)(x)-[-Z

=In’x + 2lnx — 2Ilnx — 2 + 2 = In’x
donc Ia fonction u est une primitive de la fonction x — [n?x.
¢) Soit A’ ’aire de la partie du plan limitée par la courbe C 7 et les droites d’équations :
x=1,x=e ety =0 dont les symétries par la droite A: y = x sont les droites d’équations :

y=1,y=e et x=0etcomme(l‘)=SA(Cf)alorsA=A'

A = jelf(x)ldxz fef(x) dx carvx=1; f(x) =20
1 1

e

e 1 1 e
:J’ (xlnx——lnzx)dxzj xlnxdx——J In?x dx
1 2 1 2y

:82:1—%[xln2x—2xlnx+2x]f:ezjl—z(e—26+2e—2)
e?+1 e—-2 €e*+1 2¢e—-4 e*-2e+5
~T4 2 a4 T a T a

e2—2e+5

ainsi A=— ua
4
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