Fonctions réciproques 4" Sc Expérimentales 24/ 25
Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,7, j')v
Exercice 1

Pour chaque question indiquer la réponse exacte. '\

1) Seit f(x) = /ﬁ la bijection de ]2, +oo[ sur |1, +oo[ Q

s -2yt . 292 _ _ -2y
a) (fHy) = e b)) (fHy) = ﬁ% o(f H» = 71
2) La courbe (C) ci-dessous représente une fonction f définie sur

a) (f @) =-2 1 o (F1)(2) =2

Exercice 2

Le graphique ci-contre est celui d’u‘h*nction f

définie, continue et dérivable sur 4].
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T, est la demi-tangente au poin@bscisse 1.
T, est la tangente au point de@données (2,-1).
T est la tangente au point @ordonnées (4,-2).
1) Répondre par VRAI UX en justifiant

a) f,(-2) =-2; )=2; f(2)=0

b) La fonction f se une bijection de [—2,4] sur l’inteﬁ;va]]e '{—2 I
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2) Justifier que ction réciproque f~* de f n’est pas dérivable au point —1.
3) Calculer @ﬁ\"d(3) et (f71)' (=2).
4) Tracer ]a@rbe C’ de la fonction f1.

&
e
SoiQ'fonction définie sur [0, +oo[ par: f(x) = %2%1 et soit C; sa courbe représentative.

—10x

ntrer que f est dérivable sur [0, +oo[ et que Vx € [0,+00[ ; f'(x) = @)y
X%

2)" Dresser le tableau de variation de f sur [0, +co[ et préciser le nombre dérivé de f a droite en 0.
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3) Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur |—1,4].

4) Soit g la réciproque de f.
a) Donner le tableau de variation de g «
b) Calculer g(0) et g'(0). ‘\

¢) Montrer que g est dérivable sur |—1 ,4[ on précisera la dérivabilité de g a gauche en 4

Exercice 4 (b

1) Soit la fonction f définie sur |—4 , +oo[ par f(x) = 2243 Soit.C s sa courbe représentative

d) Expliciter g(x) pour tout x € |—1, 4|.

a) Calculer lin;+ f(x) et lilP f(x). Interpréter les r‘@ts graphiquement.
x—=— X—+oo

b) Dresser le tableau de variations de f

2) a) Montrer que f admet une fonction réciproquef ! définie sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Calculer f! (—%) et (f 1) (—%) Q\)
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J. $
3) a) Etudier la position relative de Cy et la dro. Aty =%
b) Tracer Cr; Cf~1 et A \\
4) Soit la suite (U,,) définie sur N par =—1et Uy =fU).
a) Montrer que vn € Non a: s

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c) En déduire que la suite ( convergente et calculer sa limite.

-1

5) Soit la suite (V,,) définie s par:V, = *—

a) Montrer que (V,,) es Qmite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

n

b) En déduire lim et lim Vi

n— n—+oo
k=0
c) Exprimer U@cnon de n et retrouver la limite de (U,).

Exercice 5 ‘\K'Q

Soit f la fo définie sur E[ par: f(x) =+tanx.
1) Etu dérivabilité de f en 07 et interpréter le résultat graphiquement.
2) Mp er que f est une bijection de [0 2[ sur [0, +oo[ .

&
3)&3 la fonction réciproque de f.

rer que g est dérivable sur [0, +oo[ et que Vx € [0,+o[ona: g'(x) = 1+x2




b) Montrer que ’équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 et que a € E ; g[

4) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un i e J que I’on précisera.

¢) Etudier la position relative de la droite A: y = x et la courbe (C“’ ) q
W

b) Calculer g~ ( ) t(g_l)( )

¢) Montrer que g~ ! est dérivable sur J et que pour tout x € J o Iy = 4x2+ T

5) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = ? etvneNona :% = g~

a) Montrer que pour toutn e Nona: g <U,<a q

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

. . fgns s _(k+1 . (k
6) Soit la suite §,, définie sur [O'E[ par S, = T-) -g (E)
k

m
Montrer que lim §,, ==
1 Nt N 2

Exercice 8
Soit 1a fonction f définie sur [0 ,1] par :
1) a) Montrer que f est dérivable s
b) Vérifier que vx € [0,1] on a:_f'(x) = xcos (%i)
¢) Dresser le tableau de vari@ de f.
a) Montrer que f réalise ijection de [0, 1] sur E , 12-[]
b) Montrer que la fm;w ~1 réciproque de f est dérivable sur E ,ﬂ
¢) Etudier la derwa de f71 :r et
d) Calculer f1 et (f_l) )

Soit 1a foncti éfinie sur [0,1] par g(x) = f(x) — x
a) Montre vx€el0,1[ona: 0<f'(x) <1
b) Montr@le I’équation g(x) = 0 admet dans [0, 1] une unique solution a

¢) En @re le signe de g(x) sur [0,1].

1
4) Smt suite réelle (U,,) définie par : {Uo =Ja
' VREN ; Upiy = f(Uy)

ntrerqueVnENona:O<U <a

é’ Montrer que la suite (U,,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (Un) est convergente et determmer sa limite.
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a) Montrer que h est dérivable sur |0, +oo[ et calculer h'(x) pour tout x € |0, +oo.
b)EndéduirequerE[0,+00[0na:g(x)+ge)=g v
¢) Montrer alors quevx €ER ona: g(sz +1- x) + g(\/xz . +®une constante.

Exercice 6 Q
1

Soit la fonction : x » 1 + sin(mx) x € [—% ; E]' Q

1) a) Montrer que f réalise une bijection de [—% , %] sur [0, 2].

b) Soit f~! Ia fonction réciproque de f. Montrer que f _érivable sur ]0,2[.

¢) Etudier la dérivabilité de £ en 0. <O

d) Vérifier que : vx €]0,2] (f )'(x) = :
m 2x—x%

2) Soit la fonction g définie sur ]0,2[ par:g(x) = f1(2 — x) + f1(x).
a) Montrer que g est dérivable sur ]0,2]. Q)
b) Calculer g'(x) pour tout x de ]0, 2[.
¢) Calculer g(1). En déduire que : Vx € ]0,2[ona: f1(2 — x) = —f1(x).
v N . ,

1
3) Soit la suite réelle U définie sur IN\ iy = ;Z ft (1 + m)

k=0
a) Montrer que vn € IN" ; Vk € Qn} ona:
1

Frlaes) < (g =1 (14),
b) En déduire que : vn € IN” : n—il i (%) <U, < "nll 1 ("nil)

¢) En déduire que la suite convergente et déterminer sa limite.

Exercice 7 (D

Soit 1a fonction f définie sur |0 ,1] par: f(x) = % E —1 etsoit (C) sa courbe représentative.

1) a) Etudierla d@bi]ité de f a gauche en 1 et interpreéter le résultat graphiquement.
b) Montre@ est dérivable sur |0, 1[ et pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) = =%

4x2 fL1
X

2) a) er que f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.

¢) Dres tableau de variation de f.

b) rer f admet une fonction réciproque f~ et déterminer son domaine de définition.

Qz;cer (C) et (C") courbe représentative de f 1.
@pﬂ g la fonction définie sur [0 ,g[ par : g(x) = f(cos?x). Soit (C,;) sa courbe représentative.

a) Montrer que pour tout x € [0 ,g[ ona: g(x) = %tan 2
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