Exercice 1
Soit f la fonction définie sur [0 ,g] par f(x) = cos x.
1) a) Calculer vx € [0 g] s f(x).

b) Justifier que f réalise une bijection de {0 g] sur [0,1].
2) Soit g la fonction réciproque de f.

a) Justifier que g est dérivable sur [0,1].
1

b) Montrer que Vx € [0,1[: g'(x) = =
—x

3) a) Calculer g G) etg (?)

V3
2 dx

T
b) Montrer que % Ny =F
Exercice2
1) Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = E et Cy sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0,7,j).
a) Etudier la dérivabilité de f a droit en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
b) Dresser le tableau de variation de f.

¢) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur R,.

x2

d) Vérifier que pour tout x € R,,ona: f1(x) = o

e) Construire Cy et C' la courbe représentative de L

2) Soit A I’aire de la partie du plan limitée par la courbe Cy et les droites d’équations

i .2
x
x=0ety=1 Montrerquefl—J;1_[_x2 dx

1 t2ﬂ.+2

3) On considére la suite (U,,) définie sur N par: U, = 17 dt
0

a) Montrer que la suite (U,,) est décroissante. En déduire que (U,,) est convergente.

b) Montrer que pourtout e N,ona:0<U, < ﬁ et en déduire liT s
n—+c

(~1)F
2k +1

n
4) On considére la suite (V,,) définie sur N par: V, = Z
k=0

a) Montrer que pour tout ¢ € [0 11 af nanr fant = N_ar

ooli Mohamed Hechm i




t2n+2

1+12

1+t =6+ 4 (D" — = (1"

L dt
b) En déduire que pour toutn e N,ona:V,—I = (-1)"U, ou I =J’ TIE
0

1 = ’ - -
71 Puis déduire nl_t)ggo V,

¢) Montrer que pour toutn € N; ona: |V, —I| <

T tan x tZ

—[ par F(x) = J' dt

T
5) Soit F la fonction définie sur ]_E 2 1+
0

a) Montrer F est dérivable sur ]—g ;[ et calculer F'(x).

b) En déduire I’ expression de F(x) pour tout x € ]—g g[

¢) Déterminer alors la valeur exacte de A.

Exercice 3

Soit la suite réelle U définie sur IN* par: U,, = J’ sin™ x dx
0

1) a) Justifier I’existence de U,, pour tout n € IN".
b) Montrer que vn e IN',U,, > 0.

¢) Montrer que la suite U est décroissante. Que peut-on conclure ?

d) Veérifier que : U; = 1 et que U, =;—'.

2) a) A l’aide d’une intégration par parties montrer que :

w

)
vn € N*; sin"x cos’xdx = ——U
J; n+ 1 n+2

b) En déduire vn € IN*ona: U, , = %

> Une

¢) Montrer que pour tout entiern > 2 on a :ﬁ U, <Uy €U,

En déduire I limite de “*=L

n

3) a) Montrer par récurrence que : pourtout n>2ona: nU, U, 4 = g

b) En déduire la limite de la suite U.
Exercice 4

x2+2
x2+1

A) Soit la fonction f définie sur R, par: f(x) =
1) a) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R, .

b) Tracer la courbe Cy de f.

¢) Montrer graphiquement que I’équation f(x) = x admet une unique solution.
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f ! définie sur |1, 2].

b) Calculer f~1(x) en fonction de x.

¢) Tracer C' la courbe de 1
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3) aypourn=2o0na 2U,U; =2xxX1=7 vrai
soit n > 2 supposons que nU, U, _; = g et montrons que (n + 1) U,H&;!ﬁ

d’aprés 2) b)et vn € IN* ona Uy, = U donc vn >2ona U,H!\? Up_s

™

par suite (n+ 1)U, U, = (n+1) X m Ups XUy= nU, Uy ==
conclusion vn>2ona nU, U, , = g Qj
b)VngZonanUnUn_lzg & Unun_lzin 0)
posons limU,_; =Ldonc limU,=L dou limU,U,_,=1L?
n—+ac n—+w n—+w %
or I_L;m U,U,1= IiTwﬂ =0 ainsi L>? =0 donc Léo
conclusion limU, =0

n—)OO

Exercice 4

Soit la fonction f définie sur R, par : f(x) == +2 \

1) a)vx € R, ; f(x) = 2 213:; = ﬁs 0

x [0 :
f'(x)[0
fx)

| R ettt St ittt A

4 5 ’
c) I@A y = x coupe Cy en un seul pmnt alors Péquation f(x) = x admet une unique solution.
2) a)}\ ction f est continue et strictement décroissante sur R, donc f réalise une bijection de R, sur

f(]lQ llm f(x) f(O)] =]1,2] donc f admet une fonction réciproque f~! définie sur |1,2].

On pose

Crw=y o r0=
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fH=x ;’:il—xﬁy +2=xy*+x ey 1l-x)=x-2 &

y2 = s
: x
= fx_‘z &= ,x;z iy o R /\
ey=% | OryeR, donc y = - donc f'(x) = = ‘\
¢)Ona: C' = S,(C;) avec A: y = x.
3) g(x) =tanx; xe\[ﬂ,g{ Q
a) x — tan x est dérivable sur [0 g[ donc g est dérivable su
pour tout x € [0’2—1 : g'(x)=(tanx) =1 +tan’x > 0

g est continue et strictement croissante sur {0 ; T—;[ donc g ré une bijection de |0 \[ [ sur

J=g(0.%])= \g(o); Eg!f(x)l =[0; +oof

ainsi g admet une fonction réciproque g1 déﬁnie\{' [0; +oof

b) Pour y € [O,ﬂonposeg‘i((}) -y o g@: 0 © tany=0 doncy =0
ainsi g71(0) =0

L]
Poury € {D,E[onposeg‘l(l) -y o g%:‘ 1 @ tany=1 doncy :;—r
ainsi g~1(1) = E O
5 | P i

¢) On a g est dérivable sur {0 ,—zwur tout x € [0 ,-2—{ 19'(x) =0
donc g1 est dérivable sur g ([0 .
pour x € [0; +00[etye {0,3 ;¥y=9g(x) ©f(y)=xetany =x = tan?y = x?

1 1
g(g_l(x)l\' y 1-l-tam2y_1-i-x2

f|f(x)|dx— (x) dx car f(x)>0
1 2+2 2
=sz+1®—J S
=fo[1
Exerci

A) 1‘\('0=J:cos(gx) dx %sin(gx
L

§ CETI WaciR

Ul_[zxsu] J’ —5111(—:" d;r_[ rqm(n
' '-.’Jsu!_darha

(') =

ooli Mohamed Hechm i




1
T
b)vneN; U,y = J’ x"2 cos (Ex) dx

ulx) = 20" u'(x) = (n+ 2)x™!
{v’ (x) = cos ('2—' x) !v(x) = %Siﬂ (gx) = !

2
Upniz = [_

T 2

=%—g(n+2)J:x“+15in(gx)dx <O
{g(x) i gL Ig'(x) =(n+1)x" {g’(x) =(n+1)x"
=

h'(x) = sin (gx) h(x) = —%COS Gx)\= h(x) = —%cos Gx)

2 2 2 T 4 2 T
T R T = =% n 0
Uy = = n(n+ 2) [[ —x""" cos (2 x) L n_(n+ 1)x cu:s(2 x)]

gxé\% (n+1) J:x"cos (gx)l

1 1
T 2 T
n+2 1 Sty pa TN n+1 = s
a2 gin (2 x)]o J; - (n+2)x""!sin ( %X

2 2 2 ’ 2 4n+1 2
;—;(n-{-Z)—S?@)(J; x“cos(gx)):;— (n+n)2(n+ )Un

2 8 2 2n=—16
U=l =a3 X O

12, _ 24, 48 _ 2m°-24m+48
m2 1 -

Ex) [COS(EX
x€[0,1]etvn>1 0 scos(gx) <1=> 0 Sx“cos(gx) <x"

x" cos (gx) dx sJ’

0

1 1

% 1
x"“] = 0<U,<——
0 n

"dx = 0<U <[
rex -7 +1

n+1

lim0=0 et lim — =0 donc lim Uu,=0
n—+oo n—+oon+1 n—+oo




-J.

n+1

1
n Y/
—J’l x*cos (Ex) dx<0 doncV,,,—V,<0
n+i
par suite la suite (V,,) est décroissante.

Do<x<1=0<ix<l = 0<cos

1 1

714 E no, 1
OsJ;xcos(zx)dx SJ;xdx ﬂs'Vn_ x

5n5

conclusion vn e N* ona: 0 <V, < =L a

1 , .1 "
ogvneN" ona:0<sV, <= L =0 et lim <=0 donc limV, =0
5n°  potoo n—+w 51 n—+w

(_12n+1
2) W, = J; _1): x* cos
o

(-1 2n+1+1 = 1)2(n+ 1) [(_1)2]“+1

T InEl T ZnEl /1 Zn+1 /4
a) Wansq = J;_1)2n+1 * = J(~p2nt1 x* cos (Ex) o ﬁ(—l)z]ﬂ(—l)l x* cos (Ex) dx

y\'\ 2n+1 2n+1

1
Zn+1 T

- 4 - =

_ZJ; x cos(zx) dx =2V, .4

4 T, . .
carx = x’ cos st une fonction paire

“432n+1 |(_1)2I“(_1)1 -1
_ n g E _ 2n " E _ 2n 3 E
b) W,, “Ex cos (2 x) dx = ﬁ(_1)2]n x* cos (2 x) dx = A x*cos (2 x) dx

2n 2n 2n
1

(gx) dx = -2 Jjﬁx‘* cos (-’zzx) dx = =2V,

a: limV, =0 donc limV,,,1{=0 et limV,,=0
n—+w% n—-+w n—-+w

Iim 2V2ﬂ+1 =0 et Iim = ZVZH =0
n—+w= n—+eo

donc limW,,,; =0 et limW,, =0 ainsi limW, =0

n—+ec n—+ec n—Llo~
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3) Soit g la fonction définie sur {0 ,g{ par: g(x) = tanx
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g ! définie sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Calculer g~1(0) et g~1(1).
¢) Montrer que g~! est dérivable sur [0, +oo[,calculer (g~1)'(x) pour tout x € [0, +ool.

4) Calculer ’aire A du domaine plan limité par la courbe C; I’axe des abscisses et les droites

x=0 et x=1.

Exercice 5

A) Pour € [0,1] et pour tout n € N on considére la suite (U,) définit par :

o n ! T
P e — I
UU_J; cos(ix) dx et VvneN": U"_J; x" cos (Ex) dx

1) a) Calculer U, et U,

b) En utilisant deux intégrations par parties montrer que Yx € [0,1] etVvn e N ;

2 4n+1)(n+2)
Uniz = o= ) U,

¢) Calculer U, et Uj;

2) a) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

b) Montrerquevn=1 ona: 0<sU, Sﬁ

¢) Déterminer la limite de la suite (U,,).
1

T
B) Soit la suite (V,,) définie sur N* par : V,, = J’n x* cos (Ex) dx ; xe[0,1]
0

1) a) Montrer que la suite (V,,) est décroissante.

b) Montrerque Vn e N" ona: 0 <V, < $

¢) Déterminer alors la limite de la suite (V,,).
(_1)n+1
n T
2) Soit la suite (W,,) définie sur N" par: W,, = oy x* cos (Ex) dx
n
a) Exprimer W,, ., en fonction de V,, 4
b) Exprimer W,, en fonction de V5,

¢) Déterminer alors la limite de la suite (W,,).
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f(0)=0 hmf(x) = hm\/_i__ +00

¢) f est continue et strictement croissante sur [0, 1] donc f réalise une bijection de [0, 1] sur

f(J0,1]) = [0, +[ donc f admet une fonction récipmq@léﬁnie sur R,.

d) Méthode 1

Onpose  |f'(x)=y fy)==x

x € [0, +oo] yelo,

f=x o [L=x

y+y’=x*e yl+1H)=x*o
ainsi pour tout x € R;,ona: f1(x)
Méthode 2

pour tout x e R,,ona:

f(1+x2)=J1 5 J x2=|x|=x;carx € R,

v




Correction Intégrale 4™ S¢ Expérimentales et Mathématiques

Exercice | /\v

Soit f la fonction définie sur [0 ,g] par f(x) = cos x ‘\

1) a) f est dérivable sur [0 ,g] ; VX € [0 ,g] ; f'(x) = —sinx

b)OnanE{O,g] s f(x) =—=sinx <0;f'(x) =0;x=(}QQ

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [0 ,g]% f reéalise une bijection de [0 g g] sur
(0 2)=r(@). 0] =00, %
2) g réciproque de f.

) f est dérivable sur [0,2] et vx € [0, 2] ; £/(x) # 0 alors g est déxivable sur £ (J0,2]) = [0, 1[.

i S | _ 1
(g(x) ~ f'(y) ~ —siny \siny

pour x € [0,1[etyE]0,T—2'] ona; y=g(x) @@
or (cosy)?+(siny)2=1 & (siny)?= 1&15)7)2 & sin
or yE]{},g] donc siny > 0 donc sin){{l—(cosy)z =1

bvxel0,1[;9'(x) =5

et par suite g'(x) = — \/;__ O

1—x2

1 1 1 . it
3) a) Poury € {0 g] on pose g (5)%@ o = 5 donc cosy = = doncy = ’S-'par suite g (E) = ’3—'
&

pour y € [0,1—;] on pose g(?) =§@: fiy) = "g donc cosy = ?doncy:% par suite g (?) =§
Q) V3

9@ dx = [g@)]7
2

'3 T T
-

x
1= F X F 1

ox =h"1—x=lm¥—=+°°
;e x—0 = ’_ x—0 24 =

1-x x(l x) 1-x (1 x) 1-x

donc f n’est pas dérivable a droit en 0 et C; admet a droit en 0 une demie tangente verticale dirigée vers
&
o
1

\Q)) f est dérivable sur ]0, 1[ ; pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) = 1=

X
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2) On a A est Iaire de la partie du plan limitée par la courbe C et les droitesx =0 et y =1

Soit A’ aire de la partie du plan limitée par la courbe C’ et les droites d’éﬂ nsy=0etx=1

dx ‘\

— J’ x
insi A' =
2 o 1+x2

or la courbe C’ est le symétrique de Cy par rapport a la droite A: y Qlonc A=A

N
ainsi A=J’ zdx
o 1+x

1t2n+2
3) i =f dt ; neN
") 1+

a) Pourtoute N,ona:

1 t2n+4 J’l t2n+2 dt in {Z‘HH t2n+2
W 12 +.12

t2n+4 ey t2n+2 t2“+2
[ e

0 1+t
or 0<t<1:>0<t2<1=>—1<5~5\ 0

Unir=Un = |
" ") 1+1t2

Zn+2 2
etcomme 1 +¢2 >0 et t2"2 >0 al ui—tl>~

= dt<0 = Up—U,<0

1+¢2
1g2nt2(q _ tZ) 2nt2(1 _ ¢2)
) 6155

1+¢ 1+¢2

donc la suite (U,,) est décroiss

;2 1 2n+2
0 dt>0 =U,>0

"‘Lw 1+t2

la suite (U,,) est déc (ae et minorée par 0 donc (U,,) est convergente et converge vers un réel a.

pour toutn € Nona:

b) Pour tout € pourtout) <t <1lomna:

2 t2n+2
—<1c:>0< <t2“ = 0<7 i

\ 1+12 —
2n+2

te—— et CGtz" sont continues sur [0,1] donc

$ 1 g2n+1 1 1
0< dt < | t*™ di 0<U, < 0<U, <
<fiymaesfera s osus sl < osu <ok
&

1['%'%0 et lim 1+1 donc limU, =0

n—+«x2n n—+ao
go v i(—l)k EN
na:v,= — n
Szt ST
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a) Soit la suite (W,,) définiesur Npar W,, =1 — > + ¢t* — t® + - + (-1)"t*"
on remarque bien W, est la somme des n + 1 premiers termes d’une suite ﬁ@ﬁqﬂe de

premier terme 1 est de raison —t*> donc pour tout ¢ € [0, 1] et pour tDl.lth\E N,ona:

A i (_tZ)n+1 _ 1-— (_1)n+1t2n+2 _ y (_1)(_1)nt2n _ 1 (_1)nt2n ] ]

1 1+
1-2+t*—t5+ -+ ()" *" - = ——(ba
gl hordh (1) 14t* 1+1¢? 1+1t2

1 [ 2n 1 {2n+2

- - — (_q\n
"1t 1+ 12 =0 1+ t2

ainsi pour tout t € [0, 1] et pour tout € N, on a:

t2u+2

b) Pour tout t € [0, 1] et pour toute N, on a \

1-2 4+t -t 4+ ~F&)"t2"

to1—t2+t*—t%+ - -E-(——l)"tz"——I%ettH(— 1)

1-+¢* -+ -+ (D" ——=(-1"

1+t2

J’i(l—t2+t4—t5+ (=) dt_f( 1)n

+t2

@ 1 2n+2
2 4 6 _ — n
f(1 te+t*—t°+--+ (-1 dt f1+t2 t=(-1) J’ e dt donc

[ 1 1 t2n+1

1
1
t——t3+5t5——t7+'\ )n ] —'J’ mdtz(—l)"[]n donc
0

3 2n+1

P EY N T ! ge= (1o, a
375 7 @‘2n+1 0+t2_ n donc

dt—( 1)"U, donc

= (=)W, =V, — I I= J'l dt
= avec = 01+t2

toutnE N;ona:

Q 1 242 1 g2n+2
_1q\n = n — (=1
pat= o =|cor [ a =10 | e
= |-1|*x
-1 o 1#t°

\Q 1 2n+2 1 g2n+2
pER ) e
] 1 1 #2
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Exercice 3
1) a) x = sinx est continue [(} ; ]

™

™
x +~ sin™x est continue sur [0 ; 2] et 0 e [0 ] ainsi foi si %x existe d’ou ’existence de U,,.

b)VxE[(},g] onasinx>0 = sin"x >0 et 0<5

donc VxE[O,T—;] et yneIN" ona fofsin“xdxzﬂ ainsivn e IN",U, =20

c)onavn € IN*
. : @

2 it 2 o+l :
Upi1-U,=| sin"‘xdx— | sin"xdx sin""! x — sin" dx
0 0
L

L

(i (sime N
_J;sm (sinx—1)dx O

m O
sin™ (1 — sin x)«k’
[

ossrad 5 pasinpet = s siipao > pa

et comme Vx € [0%] on a silgz 0 alors sin™(1 — si _ij '

x - sin™(1 — sin x) est e @ sur { ] donc
ﬂ'

f sin®(1—sinx) d
; $
ainsi vn € IN" on —U,<0 = Uy <U, d’ou la suite U est décroissante et comme la suite U

est majorée par s 1a suite U est convergente.

T

L8
2

2 m
d)ona sinx dx = [—cos x]
) Lﬁb s 0

\} —[cosx] (cosf— cos 0) =—(-1)=1
12
sin?x dx = J; =(1-cos(2x)) dx = J’ [1 —cos(2x)] d

™

:=%E—%sin(2x2) (0——51110)] E(E—%sm(n))




2 2
Pourtoutt € [0,1]ona:t?<1+¢* = t—zsl s
1+t 1+t

1 g2n+2 1 1 g2n+2 2nit L
f Zdtsftz"dtwf zdts‘ =
o 1+¢ i o 141 2n+1f,

Ona ?11}220211-!-1:0 donc ,f.‘,i'&}’nﬂ

tan x tZ

5) F(x) =f dt

o 1+t

Résolution des questions a) et b) pour 4°™ Mathématiques
2
ate t—z est continue sur R et 0 € R <O
1+¢

~ tan x est dérivable sur ]—% g’[ et pour tout € ]—g ﬂ ,onatanx € R

donc F est dérivable sur ]—g g{ pour tout x € ]—Q’ ona:

tan? x nZx

—————— =1+ tan’x =tan®x
1+ tan?x ( 1+ tan?’x

N

F'(x) = (tanx)' x

b) pour tout x E]—T—; g[ ona:

F'(x)=tan’x=1+tan?x—1 (@) =tanx—x+c;c€ER

or F(0) =0 donc F(x) = tanx *

Résolution des questions a) et b r 4™ S¢ Expérimentales

2
a)u(t) = % est contin R, donc u admet des primitives sur R soit G une primitive de u sur R

1
tanx tz .\
F(x) = f —— dt=[6@IE™ = G(tanx) - 6(0)

On a G est dérivabl R

x - tanx déri\vggur ]— g[ et pour tout € ]_g ™

donc F est d%ﬁle sur ]—g f—;{ pour tout x € ]— g -

nx) - G(0)]' = [6(tanx)]' - [6(0)]' = [G(tz

\ 2 2
%nx)’x X - (1+tan?x) —>X = tan’x
&

1+tanx 1+tan? x

&urtomx E]—E E[ona:
Ko 2 2l

%) =tan’x =1+tan’x—1 donc F(x) = tanx—x+c;c€R

or F(0) =0 donc F(x) =tanx
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T T

z 2
2) a)vyne N f sin"x cos®x dx =J’ cosx X sin"x X cos xdx
0

- r «
N

. 1 ——
V'(x) = cos x X sin™x V(x) = -qsm““x ainsi

sin™x cos?x dx =[cos x X sm”“x]2 f [—sinx X si dx

n+1

0 w

0

1 il mw T 1 7

= cos— X sin""1 — — | cos 0 X sin"*10 || + —— f sin"2x dx
- 0

o 3

s

)
b)vneIN*ona U,,, =f

sin" 2 xdx = f sin"x x sin?xdx
0

0
b

2
= f sin™ x (1 — cos? xX= f (sin™x — sin™ x cos? x)dx
0 0
n
2 QY
= J’ sin®x dx — in"xcos?xdx=U,———U,.;
0 n+1

1

1
U e
n+2 + ntl

1 n+1
—U s U U =U —
n+2 n +1 n+2 n n+l

n+1

n+2 n+1
“‘J:IUIHZ =Up © Upyz = o

aillsi Uﬂ.+2 = Un - Un+2 = Uﬂ. =
U,.

¢)Onad’aprés 1) ¢) vn
donc pour tout entier n > 2 o

pour tout entier n > 2 on a
d’aprés 2) b)ona U
pourn=2 ona:

supposons que @ n et montrons que

<0
+1
U1 — (QQQ - Py== (Un+1 - U,
+1 =

n+2

Donc Uns2

conclu}\tﬂ{ our tout entier n > 2 on a: ﬁ U,<U,y (@

et (2) ona pour tout entiern = 2 ; ﬁ U,<U,,.=sU,

@Ltenﬁernzzona: ﬁUnSUnHSUn 5 2 oghiogq
Y

n+t1 — U,

. n y 1 U
= lim —x = — =1 et hml 1 donc lim 22 =1
n—+wontl n—+ac = 1 = Un
n -




