Etude de fonctions 4°"*Sc Expérimentales
Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormeé (0,7, ).
Exercice 1

La courbe Cy représentée ci-dessous et celle d’une fonction f définie sur R.

ERTRIE R ] B
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1) Déterminer graphiquement les limites suivantes : }_1)120 FAE IR }L‘ow (x); lewai—x) et }2{1}1 f G)
2) Déterminer graphiquement f';(0) et f’;(0). Déterminer le domaine de dérivabilité de f.

3) Dresser le tableau de variation de f sur R.

4) Soit g la restriction de f a intervalle [0, +oo].

a) Montrer que g réalise une bijection de [0, +oo[ sur un intervalle | que ’on déterminera.

b) Construire la courbe € -1 de g~ ! puis dresser le tableau de variation de g~ 1.

¢) Calculer g 1(2) puis (g 1)'(2).
d) La fonction g ! est-elle dérivable 2 droite en 1 ? Justifier votre réponse.
Exercice 2
1) Soit P la fonction définie sur R par: P(x) = 2x3 +3x% + 1
a) Dresser le tableau de variations de la fonction P.
b) Montrer que I’équation P(x) = 0 admet dans R une unique solution a et que -2 < a < —1

¢) Dresser alors le tableau de signe P(x).

x+x3

2) Soit f 1a fonction définie par : f(x) = —

et soit Cy sa courbe représentative.

a) Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.

b) Montrer que f est dérivable sur Dy et que pour tout x € Dron a; f'(x) = (11:(:2)2
—X
¢) Dresser alors le tableau de variation de la fonction f.
3) Déterminer les asymptotes de Cy.
4) a) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe Cy au point d’abscisse 0.

3
b) Soit la fonction h définie sur R\{1} par: h(x) = = (x+1)
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4) Tracer la tangente T et (;
5) a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle I que I’on précisera.
On note f~1 sa fonction réciproque.
b) Tracer C¢-1 la courbe de f~1 dans le méme repére (0,1,7]).

¢) Montrer que f~! est dérivable en 1 et calculer (f~1)'(1).

d) Montrer que pour tout x € I, f1(x) = \/% A

B)
1) Montrer que pour tout € [0, +[, 0 < f'(x) < % .
2) a) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution a dans [0, +oo[ etque 1 < a < 2

b) En déduire que pour tout x € [0, a], f(x) > x.

1

3) Soit la suite (U,,) définie sur N par { Uo =3
Un—l—l = f(Un)

a) Montrer que pour tout e N ,0 < U, < a.
b) Montrer que pour tout n € N, (U,,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

4) a) Montrer que pour toutn € N, |U,.; — al < % U, — «al.

n
b) En déduire que pour toutn € N, |U, — af < (%) |Ug — a.

¢) Retrouver alors lim U,
n—+o
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1 1
3—|x| [1+= 3—x |1+
3- x2+1 . xz = 2 - 3
b) Li lim 19 = Jim 3 gy N 2 gy — N =R gy 3
Xt X xa+oc X x—+o x x—+ x x~>+w\£,

0

limf(x) — (—x) = ltmf(x)+x— l¢m3 VxZ+1+x= Iir:tw3 +x—-vVxz+1

X+
—Vx2 1)+ 241
=lim3-[—(J|f ) (e )—hm3+ = _=3
x40 x+x2+1 X—+eo x+/x2+1

+00

doncla droite A,: y = —x + 3 est une asymptote oblique a C; au voisinage +oo
c) Voir annexe figure 2
4)

a) h est la restriction de f a I’intervalle [0, +oo[ donc h(x) = f(x) six € [0, 400
on a h est continue et strictement décroissante sur [0 ,+co[ donc h réalise une bijection de R sur
h(R,) = | lim h(x), h(0)] = ]-,2]

b) On a h est continue sur [0, +oo[ donc h™! est continue sur h([0, +x0[) = |-, 2]

On a h est décroissante sur [0, +oo[ donc h™! est décroissante sur h([0, +o[) = ]—o0,2]
5) a) On a h est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout x € |0, +oo[ ; h'(x) %= 0 donc h™1 est dérivable sur
h(]0,+0[) =], 2]

b) La courbe de C;, admet a droite en 0 une demi-tangente horizontale pour raison de symétrie avec la
droite A: y = x la courbe C;-1 aura i gauche en h(0) = 2 une demi-tangente verticale donc h™! n’est pas
deérivable a gauche en 2.

c) On pose h " 1(x) =y e hy)=x

X €]|—,2] y €[0,400]
hy)=x © 3-Jy*’+1=x & y’+1=3-x = y’+1=03-x)? &
y24+1=9-6x+x* & y*?=x>-6x+8 @[y:—m ou yzm}
ory€[0,+o[doncy =VxZ—6x+8
ainsi pour tout x € |-, 2] ; A 1(x) =Vx2 — 6x + 8
d) C;-1 = S54(Cp) avec A: y = x  (Voir annexe figure 2)

Exercice 4

A) f(x) ===

1) lim f(x) = lim +1= lim —+1= lim —*— +1—lr.m L .44=73

x—+00 x—+00 x2+ X400 |4 [q ’ x—+00 ’ x—+00 1_{_12
X

donc la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a C; au voisinage de +

hmf(x)—hm +1—hm—+1:lim —+1=0

2 _'_4' + 1 —_ [lm T
X——00 X——00 X==00 |y 1+_ X—2—00 _, ,1+x_2 x—+00 1+x_2

donc la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a C; au voisinage de —co
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() = | lim f(x), lim f(x) =10,2[ ainsi] =10,2[
b) C;-1 = 5,(Cy) avec A: y = x (Voir annexe figure 3)

¢) f est dérivable en 0 et f'(0) = % # 0 donc ! est dérivableen f(0) =1; f (1) =0

(f—l) (1) = i 1(1)] f’to) = %- = 2 ainsi (f—l)!(]_) =2

2

d) Pourtout x € |0,2[ ona:

2(x—1) 2(x—1)
( 2(x—1) ) - Ji—(x-1)° - V_a?i2x 4 1
N J(

1—(x—1)? )z 2 £ 4x2—Bx+4—4x2+8x

2(x—1)

A 1-(x—1)*
2(x—1) 2(x—1)

E‘zzi_i’i+1 2(x1)

_x2+2x N

—_—
—x“+2x

_2(x-1)

ainsi pour tout x € 10,2[, f1(x) = e
Remarque x€D ;1 et f'(x)€Dys alors f[f'(x)]=x
B)

- ’ e} 4
1) pour tout x € Rona: f'(x) P v

x20=2x220 2 x2+4>24 2 Vx2+4>22 = (X2 +4)Vx2+4>4%X2 =20<

1
—
(P+anx2+4 T 4X2

=0 & <.1_ = 0< f'(x) < ;- ainsi pour tout x€[0,+o[ona: 0<fi(x) <

< @i Sz
2)a) fx)=xo f(x)—x=0

Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par h(x) = f(x) — x pour montrer que I’équation f(x) = x admet
[0, +o[ une unique solution & dans [0, +oo| il suffit de montrer que I’équation h(x) = 0 admet une
unique solution a dans [0, +oo|.

f est dérivable sur [0, +oo[ donc h est dérivable sur [0, +oo[

pour tout x € [0, +oo[; h'(x) = (f(x) —x)' = f'(x) -1

0r0<f’(x)s§ - —1<f’(x)—15—% = <fl(x)—1<0 = h'(x)<0

h est continue et strictement décroissante sur [0, +oo[ donc h réalise une bijection de [0, +oo[ sur

0

h([0, +0]) = | limh(x) h(0)] or limh(x) = lim f(x) - x = =0 et h(0) = f(0) -0 =1

donc h([0,4+o0[) =]—c0,1] or0 € |—o0,1] donc h(x) = 0 admet une unique solution a dans [0, +oo].
ainsi I’équation f(x) = x admet une unique solution a dans [0, +co[.
h(D)=f(1)-1=0,44 h(2)=f(2)—2=-029 h(1)xh(2) doncl<a<2

b)ona: 0 < x < a et h est décroissante sur [0, +o[ donc décroissante sur [0, a]
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Correction étude de fonctions 4" Sc Expérimentales

Exercice 1

0y M = 2 5 =ty Bl ben

1 : = i )=
lim * = +o0 et lim f(x) = +co donc lim f (X) —

x-07 X

2) On a u( ")) est un vecteur directeur de la demi tangente a gauche en 0 donc
f,(0)= -1

Cy admet a droite en 0 une demi tangente horizontale donc f';(0) = 0.

On a 17'(;) est un vecteur directeur de la demi tangente a gauche en 0 donc f'(1) = 2
D,=R

3) X|—0 0 +00

" 2\1 / +w0

4) a)Ona: g(x)=f(x) si x €[0,+0[ g est continue et strictement croissante sur [0, +oo[

donc g réalise une bijection de [0, +oo[
sur J = g([0,+0o]) = [1,400[

b)
C,1=54(C,y) avec

4
t 1 3 z
4 1-! . o] .

J

o

1
1]

| -2 -1 a

— -1 — —1yr = 1 prgrs [ |
cJonag(l)=2doncg *(2)=1 (g1 (2)= 91(9_1(2)) =

d) La courbe de C, admet a droite en 0 une demie tangente horizontale pour raison de symétrie avec
la droite A: y = x la courbe C g-1 aura a gauche en g(0) = 1 une demie tangente verticale donc g~ n’est
pas dérivable a droite en 1
Exercice 2
1) P(x)=2x3+3x*+1 ; xeR

a) P est une fonction polynéme donc dérivable sur R
pourtout x e R; P'(x) = (2x3 + 3x% + 1) = 6x? + 6x
Px)=026x*+6x=0 < 6x(x+1)=0 doncx=00ux=-1
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limf(x) = hm

X——a0 1—13

Xx——w —X

2
e,

x+ x3

11 x3
C——

hmf(x) = h =+

X3
Im—a——l

s Umflx) = hm = lim

x—+o wl1+xd

2
]

x + x3
hmf(x) = hml 3 = o

x3

=-1

x——>+oo _x3

0t 0~

3) .f-'ﬂi f(x) = il _1;20 f(x) = —1 donc la droite d’équation y = —1 est une asymptote a Cy au voisinage de

—oo et +co

Iirlrgf(x) = 400 et lirqu(x) = —oo donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote a ¢
x— xX—

4) a)f'(0)=1et f(0)=0 doncT:y=f"(0)(x—0)+f(0) ainsi T:y=x

b hx) =52

; R\{1}

X, —© -1

x3 =

x+1 -

1—=x +

h(x) + ?
¢) Pour tout x € R\{1}

22 (x+1) _ (x+1)
1-¥ T (1-x (1+x+x?)

_ xtad _
1-—x3

x+xd —x+xt
1—x3

3
ona:f(x)—x::jzs—x:

donc f(x) — x prend le signe de h(x) sur R\{1} car pour toutx e R\{1}; 1 +x+ x> > 0;A< 0

= h(x) X —

1+x+xz

d’ou le tableau de position de Cy par rapporta T
=1
( - + e

X —o0

f(x)—x +
C r au dessus de T

C f au dessous

deT

pii

C Fau dessus C Fau dessous

deT

position de C

etT deT

¢) Voir annexe figure 1

Exercice 3
1) a) On apour tout x € R ; x* + 1 > 0 donc Dy = R
b) x = x? + 1 est dérivable et strictement positive sur R
donc x ~ Vx2 + 1 est dérivable sur R ainsi f est dérivable sur R
—x

¢) Pour toutx € R; f'(x) = (3 —VxZ + 1)r = 2\/_22% g
X X

ff(x)=0 =2 x=0
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Donner le signe de h(x) sur R\{1}
¢) Etudier la position relative de Cy et T.

d) Tracer T et Cy. (on prendra f(a) ~ —1,1)
Exercice 3

Soit f 1a fonction définie par : f(x) = 3 — VaZ + 1 etsoit € 7 sa courbe représentative.
1) a) Déterminer Dy le domaine de définition de f
b) Montrer que f est dérivable sur R
¢) Dresser le tableau de variations de f.
2) Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = f(x) — x.
a) Montrer que Vx € R,ona g'(x) <0
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans R une unique solution cetque 1 < a < 2,
c) En déduire le signe de g(x) sur R.
d) Etudier la position relative de Cy et A: y = x
3) a) Montrer que ladroite A;: y = x + 3 est une asymptote a C au voisinage —oo
b) Montrer que C; admet au voisinage +co une asymptote oblique A, que 'on précisera
c) Tracer C;, A, Ay et Ay
4) Soit h la restriction de f a intervalle [0, +o[.
a) Montrer que h réalise une bijection de R, sur |- ,2].
b) Montrer que la fonction h~! réciproque de h est continue sur |—co 2] et préciser son sens de
variation sur |—oo,2].
5) a) Montrer que h™! est dérivable sur I’intervalle ]—co , 2[.
b) Montrer que h™! n’est pas dérivable a gauche 2.
c) Calculer h™1(x) en fonction de x pour tout x € |—, 2].
d) Tracer C;-1 courbe représentative de h ™.
Exercice 9

A) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ;+4 + 1.
X
On désigne par C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1,))

1) Déterminer ligrn f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
X100 X—=>—00

2) a) Montrer que f est dérivable sur R et que f'(x) =

4
(2 +4)Vx2+4

b) Dresser le tableau de variation de f.

3) a) Montrer que pour toutx € R, f'(x) = . S

(;rcz+4)2 NP
b) En déduire que le point A(0, 1) est un point d’inflexion a la courbe

¢) Donner une équation de la tangente T a la courbe €< au noint d’abscisse 0.
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¢)Pourtoutx e R ; f'(x) = ‘/% donc f' (x) prend le signe de —x sur R
X

X |—0 0 400

f'(x) + * —

.
£ |—oo / \_w

J_l;r_rif(x) :gﬂ(s —VaZ+1)=-o ; x.!_:g:f(x) = hm(3 VaZ+1)=—-o ; f(0) =2
2) gx)=f(x) —x; x€R

a)VvxeR,ona g (x) =[f(x)—x]'=f'(x) —1orpourtoutx€e Ronaf'(x) <0= f'(x) —1<-1
= f'(x) —1<0ainsivxe Ronag'(x) <0

b) On a g est continue et strictement décroissante (g’ (x) < 0) sur R donc g réalise une bijection de
sur g(R) = ] limg(x), lim g(x)[
X—>—o0 X—+ac

limg(x) = limf(x) —x= lim [3 —Vx2+1 —x] = lim |3 - ( x2+1 +x)]
X>—a0 X——o0 x-o—=

X—=—eo L

(V'x?‘ +x)(\r‘x2 x) . 1
=lim|3—-———| =
Va2 +1 x——o0 x2+1—x
L +oo

= lim [3

Xx——c0

—00 g

Jimae) = fim 79 5 = -
ainsi g(R) = ]—0,3[ or 0 € ]—,3[ donc ’équation g(x) = 0 admet dans R une unique solution «
g)=f1)-1=2-v2=0,59 , g2)=f((2)-2=1-V5=1,24;g(1) x g(2 < 0)
donc 1<a<2
c)x € |-, ] doncx < a et g est décroissante sur |-, a] donc g(x) = g(a) = g(x) =0
x € [a,+oo[ doncx > a et g estdécroissante sur [ a ,+o[ donc g(x) <a = g(x) <0
conclusion
six € |-, a] alors g(x) = 0
six € [a,+w[alors g(x) <0
d) Pour toutx € Rona f(x) — x = g(x) donc f(x) — x prend le signe de g(x) sur R

X |—00 0]

f(x) —x + 0|
position de Cy et A |Cs est au dessus de A |Cf est au dessous de A

intersection “(a,a)

. ~ g _ 5 o R _(y‘xz-i-l-i-x)(\,‘xz-i—l—x) _
3) a) lim f(x) - (x + 3) = lim3 VxZ+1-x-3 = lim e =1

donc la droite A;: y = x + 3 est une asymptote & Cy au voisinage —co
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0

¢ - b+
/‘\ /+oo
1
limP(x) = lim2x®+3x*+1=lim2x*=c ; limP(x)=lim2x*+3x>+1=1lim2x3=o

Xr— X—0 Xo—ay Xt x40 X2t

— Q0

b) P est continue et strictement croissante sur |—co , —1] donc P réalise une bijection de |—c0 , —1] sur
** P(]—o0,—-1]) = Ll_i)r_loloP(x) ; P(—l)] =]—o0,2] or 0 € |-, 2] donc I’équation P(x) = 0 admet dans
]—c0,—1] une unique solution
** P est continue et strictement croissante sur [—1,0] donc P réalise une bijection de [—1, 0] sue
P([-1,0]) =[P(0),P(—-1)] =[1,2] or 0 & [1,2] donc ’équation P(x) = 0 n’admet pas de solutions
dans [—1,0].

¢) P est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ donc P réalise une bijection de [0, +oo[ sur
P([0,+c]) = [P(O),}EﬁP(x) [ = [1,+x[ or 0 & [1,[ donc Péquation P(x) = 0 n’admet pas de

solutions [0, +co[
**%* Conclusion I’équation P(x) = 0 admet dans R une unique solution a
P(-2)=—-3 et P(-1)=2 ona P(-2)XP(-1) <0 donc -2 < a< -1

c) D’apres le tableau variations de la fonction P on a : il

; P(x) |
Y flx) =25

a) Dy ={x R /telque1—x* # 0}
1-x*=0e (1—-x)(1+x+x*>) =0donc 1—x=0 oul+x+ x% =0 impossible car A< 0
ainsi Dy = R\(1)

b) f est une fonction rationnelle donc dérivable sur son domaine de définition Dy = R\(1)

x +x3)! {1350 —aY) 4 3x¥ (xta?) 1o 3xF— 3 324 3x°

f'(x) = (1 3

_2x*+3x%24+1 P(x)
TTA-P? S A-2)

(1-x3)2 1 - x3)2

¢) Pour tout x e R\(1)ona: f'(x) = ﬁ

donc f'(x) prend le signe de P(x) sur R\(1)
X,—Co

f'(x)

f)




2) a) x = x? + 4 est dérivable et strictement positive sur R
x — Vx2 + 4 est dérivable sur R

x - zﬂ + 1 est dérivable sur R ainsi f est dérivable sur R

pour tout x e Rona:

z\r‘? 4 J2at _ _ Jxiyg  _ _xE¥g-al

4
( .r‘x2+4) 2214 x24T (x%+4)V x%+4 - (x2+4Wx%+4

2
i S mxz () 2
1) -

’ _ X
f'(x) = ( v
- ! — 4
b) pourtout x e Rona: f'(x) = P——— >0

X |0 +c0

f'(x) +

//—'2
fx) 10

x . X
Ll e g = Tt LS il —a
| x| 1+? —Xx 1+— 1+x—2

limf(x) = th-i-l: lim —— o +1=lim ——— +1: lim ——

x—+a0 x—;+oo\f x2 + 4 x—=+w0 4 x—+0 x—+w
| x| x |1 -E-

3) a) f est deux fois dérivable sur R ; pour toutx € Rona:

. i ! —[{x2+4)\/m '
/@) =——rmr=) =4
(X2 +4)0x2+4 (x2+4)\fx2+ [(sz) 214

2x\x2+4 +—><(xz+4)
e ]
=4 X

(x2+4)3 (x2+4)3

_ 2 x 2
[21 x“+44+ mx(x +4)]

e —[2x(P+4)+x (48] _ 4% Bx(x?+4) _ —12x
(x2+4) 3\/ x2+4 (xz+4)3\/ x%+4 (xz +4)z Jm
—-12x
(x2+4) 22+
—12x

(x2+4)% 22 +4
ffx) =0 =2—-12x=0doncx=0 six<O0f"'(x)=>0etsix>0f"(x)<0

ainsi pour toutx e Rona: f'(x) =

b) On apour toutx € R; f'(x) =

on a f”(x) s’annule en 0 tout en changent de signe alors le point (0, f(0)) est un point d’inflexion de C

or f(0) =1 donc le point A(0, 1) est un point d’inflexion a la courbe (¢
Of 0 =55=53 fO=1
wir 2’

1 1
T:y=f(0)(x-0+f0);T:y=5x+1
4) Voir annexe figure 3

5) a) f est continue et strictement rroissante cur R danc f réalise une bijection de R sur

ooli Mohamed Hechm i




= h(0) > h(x)>h(a) > 1>h(x)=>0 = h(x) 20 = f(x)—x>0 = f(x)=>x
3) {U"= ; neN
Un+1=f(Un)

a) Pour n = 0 non a U0=%; 0<Uy <a vrai

Soit n € N supposons que 0 < U,, < a et montrons que 0 < U, <«
ona 0 <U, <a et f estcroissante sur [0,+oo[ donc f(0) < f(U,) <f(a) 21<Upyy <a
Conclusion pour toute N, 0 < U, < a.

b)Onapourtout0 <x<a;f(x)=zxor0<U,<a donc f(U,)=2U,=> U,,, =2U,
ainsi pour tout n € N, (U,,) est croissante.

¢) La suite (U,,) est croissante est majorée par a donc la suite (U,,) est convergente et converge vers
un réel L
f est continue sur [0, a]

xlir+n U,=L; Le][0,aldoncf estcontinueen L

Upi1=f(U,) donc L=f(L) donc L=a

ainsi limU,=«a
X—>Fo0

4) a) pour tout € [0,+[ona: 0 < f'(x) 5% = |f'(x)l S%
f est continue sur [U,, a] dérivable sur |U,, a[ d’aprés TAF on a |f(U,) — f(a)| < ; U, — a| or
or f(U,) =U,;1etf(a)=a doncpourtoutn €N, |U,,; —a| < %IUH - al.

1 111 11 ;
b)pourn=0ona:|Uy— al = |E—a| = (E) |E—a| donc |Uy — «a| S(E) |E—a| vrai

"o 1 n+1
Soit n € N, supposons que |[U, — a| < (5) |Uy — a| et montrons que |U,,, — af < (E) Up — al

1" 1 1\ 1
Ona|U,—af < (5) [Ug—al = S|Uy—al < (5) or |Upiy — al £ 5|U, — al

1 n+1
donc U,y — o] < (5) |Ug — a

1\ ="
conclusion pour toutn € N ; |[U, — «| < (5) |Ug—al;ona: |U,—a| < (5) Uy — af

n n
c)pourtoutn € N;ona: IUn—aISG) |Ug— al et lim (l) Uy —al =

n—+oo \2

donc lim U, =«
n—+oo
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