INTEGRALES 4%™¢ Mathématiques
Exercice 1 N
Soit f la fonction définie sur {0 ,g] par f(x) = cos x. '\

1) a) Calculer Vx € ’[0 7—2'] ; ['(x). Q

b) Justifier que f réalise une bijection de [0,Z] sur [0, 1]. Q

2) Soit g la fonction réciproque de f. nD
a) Justifier que g est dérivable sur [0,1]. %

b) Montrer que Vx € [0,1[: g'(x) = _J% b
—X
3) a) Calculer g G) etg (?)
V3
7

b) Montrer que J;

Exercice 2 @
Indiquer la bonne réponse '\\‘
1) SoitI = fol 2tcos? (mt)dt et | = f01 in?(mt)dt alors I +] =

a)—1 b)1 c)mw
2) Soit K = f;r sin’x dx alors : =

a)0 b@@ . cm
Exercice 3 0
1

Soit la suite réelle (I,,) d@sur N,par:I, = f x2" sin(mx) dx

‘o 0
1) Montrer que Iy = }-(D

2) a) Montrer que ite (I,,) est décroissante.

b) En déduire @la suite (I,,) est convergente.

1 3 i
c) Montr@out neNona: 01, < 71z DUIS calculer nl_lg]@h.
1 (2n+2)(2n+3)

3) a) Mog@netoutne Nona: Iy =———>—1I

1
b) Calculer alors J = J’ (x® — 3x) sin(mx) dx
0

&

Exereciced
@;ncﬁm définie sur [—2, 2] par f(x) = V4 — x2 et soit C; sa courbe représentative.
\@Pse prose de calculer 5Z la mesure de I’aire de la partie du plan limitée par C 7 I’axe des abscisses et les

droites d’équations : x = —letx =1
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1
Soit la suite (U,,) définie sur N* par: U, = f (1-x>)" dx.
0

Pour tout x € [0,1] on pose f,(x) = x(1 — xZ)"*1 «D
1) Calculer U, puis vérifier que U, = ; '\

1
2) a) Justifier que pour tout entier naturel non nulnona: U,Q,ﬂ = f x2(1 —x2)" dx
0

b) Calculer pour tout € [0,1], f',(x) (’DQ

2n+2
U

¢) En déduire que pour tout entier naturelnonnulnona: U, ;= Znt3 U8

d) Montrer, alors par récurrence que pour tout entier n nonnulnona:

3) Soient les fonctions F,, et G,, définies sur R et pour entier naturel non nul n par :

F,(x) = J’Sinx — 2 Q) G,(x) —J’ cos?™ g dt

a) Calculer pour tout réel , F',(x) et G',,(x) et uire que pour tout réel x

n(x) = Gn(x)

0

b) Montrer alors que : J; @-3—5

&

&
)
S
’
O
&
S
O
&

L

£
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5) Calculer &% la mesure de I’aire de la partie du plan limitée par les courbes C fetCeet les droites
d’équations x = 0 et x = a.
Exercice 13

X242
x241

A) Soit la fonction f définie sur R, par: f(x) =

1) a) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R, .

b) Tracer la courbe Cy de f. Q

¢) Montrer graphiquement que I’équation f(x) = x admet ique solution.
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f ! définie sur |1, 2].

b) Calculer f~1(x) en fonction de x.
¢) Tracer C’ la courbe de f1. <O
3) Soit g la fonction définie sur [0 ,E[ par: g(x) = tanx

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g ! définie sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Calculer g~1(0) et g~1(1). Q)
¢) Montrer que g~ ! est dérivable sur [0, @zlcu]er (g7Y)'(x) pour tout € [0, +oo].

4) Calculer I’aire % du domaine plan ]imi-té.gl;' a courbe Cy et les droites d’équations :

x=0 et x=1. 6
Exercice 14
Soit h une fonction définie sur [0, ﬂ\krh(x) = V1 — x2 et soit Cj, sa courbe
1) Soit M(x,y) un point de C}, av%': h(x)
a) Montrer que OM = 1 Q)

b) En déduire que Cj, est c du cercle de centre O et de rayon 1.

c) SoitI = f V1 v’@;mntrer quel =7

2) Soit f la fonction msur [0,1] par f(x) = V2x — x2 et soit Cy sa courbe
a) Etudier la dé&u’ﬁté de f a droite en 0
b) Dresser le t@u de variations de f et tracer Cy (unité graphique 4 cm )

3) a) Montr admet une fonction réciproque que 1’on note g définie sur [0, 1]
b) Tracer(@et C, la courbe représentative de g
d) Mo queve[0,1],g(x) =1—-V1—2a2

4) So "aire de la partie du plan limitée par Cs et C,

et lﬁmtes d’eéquations x =0 et x=1

1
Msttﬂer A puis déterminer f f(x)dx

5) Soit la suite I,, = J’ 1 1-t?dt vnelN

- bygllsb_deslyo g6
__ BAC.MOURAJAA
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1) a) Etudier la parité de f.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en —2 et a gauche en 2. Interprétervésultats

graphiquement. «

c¢) Montrer que f est dérivable sur |—2 , 2[ et calculer f'(x) pour toutN -2,2][.

O

X
2) Soit F la fonction définie sur [-2,2] par F(x) = J’ () dQ
0

d) Dresser le tableau de variation de f et tracer Cj.

Soit G la fonction définie sur [0, 7] par : G(x) = F(2 cos x). : )
a) Déterminer F(0)

b) Montrer que G est dérivable sur [0, 7] et calculer ur tout x € [0, 7].
¢) Calculer G (g) et en déduire que Vx € [0, ] on a: G(X) = —2x + sin(2x) + .
T

3) a) Calculer F (2 cos 5)

b) Calculer alors 5% Q\)
Exercice
1) Soit f la fonction définie sur [0, 1[ par = ’é et Cy sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0,7,j). O

a) Etudier la dérivabilité de f a d3©0 et interpréter le résultat graphiquement.

b) Dresser le tableau de variation def.

¢) Montrer que f admet une on réciproque f~1 définie sur R,.

x2

d) Vérifier que pour tout ,ona: f1(x) = o

&
e) Construire Cy et L%ourbe représentative de f~1.
2) Soit A I’aire de la mdu plan limitée par la courbe C; et les droites d’équations

1 7

x
x=0ety=1 @trerque}l:f 122 dx
0

3) On consiﬁ la suite (U,,) définie sur N par: U, = J’ 1Tie dt
0

D\Q@que la suite (U,,) est décroissante. En déduire que (U,,) est convergente.

a)
b) mtrer que pour tout e N,ona:0 < U, < ﬁ et en déduire lim U,,.

: & n—+w

n

—1)k

considére la suite (V,,) définie sur N par: V, = Z ( .[.)1
k=0

2k

a) Montrer que pour tout t € [0 11 af nanr tant = N
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b) Montrer que pour tout x € R, ona: %x < F(x) < x et en déduire lim F(x).

X3t
c¢) Dresser le tableau de variation de F. «’v

3) Soit G la fonction définie sur R par : G(x) = F(x2). '\

b) Etudier les variations de G sur R. Q
¢) Donner P’allure de la courbe de C; de G. Q

a) Montrer que G est dérivable a droite en 0.

Exercice 8
On a représenté ci-dessous, dans un repére orthonormé (0 i,j) les courbes (C) et (I'), représentative

d’une fonction f définie et dérivable sur R et de sa fonctim%'ée L

%

1) Reconnaitre la courbe représenta%’vQ f etcelle de f'.

2) Déterminer (0), f'(0), f(~1) et f'(~1).

3) Calculer P’aire A de la partie t@an limitée par la courbe de f' I’axe des abscisses et les droites

d’équations x = —letx = bQ)

1
4) Soit (U,,) la suite dégit@r N*parU, = J’ x"f'(x) dx
X3 °

1
a) Al'aide d'unein tion par parties montrer que U, = f(1) — f f(x) dx
0

b) Montrer que est décroissante

¢) Montrer qgQ)s U, < ﬁ pour toutn € N*

d) Déduire

Exercice 9 (D
A) ony@(x) = J; x%
S,

U,) est convergente et calculer sa limite.

iner le domaine de définition de F.

2 ier la dérivabilité de F et en déduire que F est strictement croissante sur R.
n pose g(x) = F(tanx) ; Vx € ]—T—; ,g[
a) Calculer g(0).
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a) A Paide d’une intégration par partie montrer que I, = n%"n—i

1 1 v
b) Calculer I, et calculer[ t>J1—-2dt et f 1-t3)y1- tk
0 0
Exercice 15
2
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = 5 et soit Cysa cwreprésentaﬁve dans un repére

orthonormé (0,7,j) Q

2x—x3
1) a) Montrer que pour toutx € [0,1[ona: f'(x) = ! )
(V1i=2)’

b) Dresser le tableau de variation de f. %
e

¢) Montrer que f admet une fonction réciproque f 1 ie sur un intervalle J que

I’on déterminera.

d) Construire Cy et C;-1 courbe de f~*. \

2) Al’aide d’une intégration par parties monk&w :

F a1 (%
J’ f(ng\— _§+J’ V1-—x%dx
0 0
sinx
3) Soit F la fonction définie sur par: Flx) = f J1-—1t2 dt
0

&
a) Montrer que F est dérivablgo {0 ; E] et calculer F'(x) pour tout x € {0 .E].

b) En déduire que pour tmé on S o e —x +- sm(Zx)

c) Calculer alors f —x% dx

d) En dédui G f(x) dx = 2

& 8

4) Calculer A& de la partie du plan limitée par Cy et C f1et les droites d’équations

x=0et S

Exerciy
A) Soit 1a suite (U,,) définie sur N , par :

1
%’n cos(gx) dx et yneN": U, =J; x" cos (gx) dx
\Ql) Calculer U, et Uy

b) En utilisant deux intégratior-
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b) Montrer que g est dérivable sur ]—g ,g[ et calculer g'(x).

¢) En déduire que vx € ]—g T—;{ : F(tanx) = x. NO
4) a) Montrer que F est la fonction réciproque de la fonction f(x) = tan

L B ode
b) Calculer j

— et —
o 1F:t? o 1+t

c) Calcu]erlil%l_ f(x): QQ

B) Soit (U,,) la suite définie sur IN" par: U, =1 —§+§+ s :

2n+1

1+x2 1+x2

Zn+2
1) Montrer que pour tout réel x : 1 —x% + x* + -+ (—2%— =(-)"=
- 1 ,2n+2
2) En déduire que U, — T (—1)"]; 112 dx

xzn+z

2n+2
1+x2 sx

3) a) Montrer que pour tout x € [0 , 1] et pour toutn € IN”* ;

b) En déduire que pour toutn € IN* : |Un ——'= ﬁ et déterminer lilP 1 S
n——+oo

Exercice 10
L ]

Soit 1a fonction f définie sur R, par: f (xB\(Ti et soit C¢ sa courbe représentative unité graphique

2cm
1) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
b) Dresser le tableau de variatl%le T

¢) Tracer Cy. Q)
tﬂ'.ﬂ.
2) Soit g la fonction deflab:r \ —\ par gx) = f f(¢) di

a) Montrer que g est able sur [0 ,5{ et que pour tout x € [0 ,E[

z‘
ona: g'(x) = 4tan?
b) En déduire l’a&sion de g(x).
¢) Déterminer G}e A de la partie du plan limitée par C; I'axe (0,7 ) et les droites d’équations : x =

Qetx=1 \

n
3) Onpo rtoutne N*,§, = kZ(""'k)

a) %qtrer que pour toutk €{0,1,2..n—1}ona:
k+1

L )= o sl

\Qb) En déduire pour tout n € N’ ona: S, —1—11 <A<S,

b) Déterminer lim S,,.
n“-i co
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1+t =6 4+ (D" — = ()"

t2ﬂ+2

1+12

1°dt
b) En déduire que pour toutn e N,ona:V,—I = (-1)"U, ou I m P
0

1
) Ve — ]l < oy ,
¢) Montrer que pour toutn € N; ona: |V, —I| < T pm%lulre nl_r;?goV,,

5) Soit ¢ une fonction continue sur R.

T
Soit F la fonction définie sur ]—— ,—{ par F(x) = J’

a) Montrer F est dérivable sur ]—g g[ et que F'(x) nx)

b) Déterminer F(x) dans chacun des cas suivants @ (t) = 1 et ¢(t) = t?

¢) En déduire que I = E et déterminer la valeur exacte de A.

Q

2
Soit la suite réelle U définie sur IN” par : @ f sin™ x dx
0

Exercice 6

L
1) a) Justifier I’existence de U, pour touh{iﬂl"‘.
b) Montrer que Yne IN* , U, > 0. O

¢) Montrer que la suite U est décmi@e. Que peut-on conclure ?
d) Vérifier que : U; = 1 et que U, T
&

b

p)
vn € N*; f sin"x cos’x d% Upia
" ON

b) En déduire Yn € L‘?Qu ai Uy = :Ll U,.

+2

2) a) A l’aide d’une intégration Emrﬁes montrer que :

¢) Montrer que pou@t entiern > 2 on a :ﬁ U,<U,1 U,
En déduire Ia limit ;—“ .

3) a) Montrer currence que : pourtout n >2ona: nU, U, , = g

b) En déd# limite de la suite U.
Exercice 7

Z
Soit f tion définie sur R, par f(x) = % et soit Cy sa courbe représentative.

1) a) lﬁser le tableau de variation de f et tracer Cy.

@sﬁﬁer que pour toutt >0ona: % <f(p)=<1
\l X
~2)"0n pose F(x) = f f(t)dt, vx>0.
0

a) Etudier la dérivabilité de F
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2 4n+1)(n+ 2)
Un+2 - ; - )

11

¢) Calculer U, et U

2) a) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

b) Montrer que vn>1 ona: 0 < U, <m

¢) Déterminer la limite de la suite (U,,).
1
n

B) Soit la suite (V,,) définie sur N* par : V,, = f x* cos
0

1) a) Montrer que la suite (V,,) est décroissante.

b) Montrerque vn e N* ona: 0 <V, < $

¢) Déterminer alors la limite de la suite (V).
2) Soit la suite (W,,) définie sur N* par: W, =

a) Exprimer W, en fonction de V,, 4 8
b) Exprimer W,, en fonction de V5, :

&
¢) Déterminer alors la limite de Ia suitt@).
Exercice 17

Soit f 1a fonction définie sur IR p@

1) a) Dresser le tableau de variati ef

b) En déduire le signe de f( ur tout réel x strictement positif.

2) Soit h la fonction définie s@+ par h(x) = Vx2 +2x — x + 1 et soit G la fonction

définie sur R, par G(xk' t h(t)dt

a) Etudier la deriva de h a droite en 0.
b) Dresser le tab § de variation de h.
3) Montrer que érivable sur R, et calculer G'(x).

a) Montre e our tout réel x positif on a: G(x) >1 x

b) En de(@e lim G(x) et lim &2

x—+oo x—+o0 X
e) le tableau de variation de G et donner I’allure de la courbe C; de G.

Exerc
&

Soit la.fonction f définie par : f(x) =

%& graphique 2 cm)

et soit C sa courbe représentative

x
Vi1—x*

i3
\gdonne la fonction F définie sur [0 ,5] par: F(x) =
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Exercice 11
Soit f la fonction définie sur [0 ,2] par: f(x) = \m et soit Cs sa courbv;)résentative.
1) a) Montrer que la droite A: x = 1 est axe de symétrie de Cy. ‘\

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.

c) Dresser le tableau de variation de C;. d) Construire Cy. Q

1+
2) Soit f la fonction définie sur [ n'] par: F(x) = J’ rb(t) dt

a) Justifier ’existence de F(x). %

b) Montrer que F est dérivable sur [—g E] et calculeSQ) pour tout x € [—E g]

™

¢) Expliciter F(x) pour tout x € [—-2— ;]

3) Calculer A I’aire de la partie du plan limitée p@cou rbe Cy et ’axe des abscisses.

4) Soit g la fonction définie sur [0, 2] par: g@ x/x(2 — x) et soit C g sa courbe représentative. On

’ 3
donne ci-contre le tableau de variation de'g. ™. x (0 - 2

a) Etudier la position de Cj et C .. O g'(0)|0

b) Construire C, dans le méme %‘0 que Cy. g(x)

33
4
¢) Calculer I’aire du domaine @ﬁmltee par Cy et Cg. 0 / \ 0

Exercice 12
Soit f la fonction définie su@[ par: f(x) = Nrem et soit C; sa courbe représentative.
x

4

(V2]

1) a) Montrer que f est ab]e sur |0,4[ et que vx € ]0,4[ona: f'(x) =

b) Dresser le tabl variations de f.
lise une bijection de |0, 4[ sur R.
3) a) Montre point A(2,0) est un centre de symétrie de Cy.
b) Ecrire v?équation de la tangente T a C; en A.
4) On sup ue le point I d’abscisse , (& ~ 3,9) est’'unique point d’intersection de la courbe Cy et

la droi = X.

a) }hqcer Cret T.
&
@it f~11a réciproque de f et soit C -1 sa courbe

$¢r Cf-1 dansle meme repere (0 1,)).
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1) a) Déterminer le domaine de définition de f.

b) Montrer que F est dérivable sur ]0 ’ TE[[ et calculer F'(x).

¢) En déduire que pour tout x € [0 g] ona:F(x)= % '\N

2) Calculer alors & la mesure de I’aire de la partie du plan limitée par la courbe C f et les droites

d’équations x = O et x = g Q

N

Exercice 19 (p
1) a) Dresser le tableau de variation de la fonction ¢ définie sur [0, 1] par : @ () = t(1 - ©).
b) En déduire que pour tout réel £ € [0,1Jona: 0 < q% i

x dt
2) On considére la fonction F définie sur R par: F (x)<g( —_—
o 22 -2t +1

Soit la fonction G définie sur ]—1—2[ T—;[ par:G(x)=F (1—t2an x).

a) Verifier que la fonction F est bien définie su%dérivab]e sur R, et déterminer sa fonction dérivée.

b) Vérifier que 6 (-7%) = F(1). 8

¢) Caleuler G (7).

3) a) Déterminer G'(x) pour tout x € ]—

b) Montrer que pour tout x € ]—— =

¢ T
C) En déduire que W E

4) On considere la suite (In iesur N*par I =1 et pourtoutn € N*,ona: I,, = fol t"(1-0)" dt

a) Calculer I,

n—+ow

b) Montrer que pou %ﬂﬁnner naturelnona: 0 <[, < —n ¢) En déduire lim I,

n

5) On cosidére la @(Un) définie sur Npar: U, = Z 2k,
=1

a) On pose ut réel t € [0,1] et pour toutn € N*
W, = 2:(1— 2t2(1—z)2+23t3(1—t)3 o+ 21— 0"
2n+1tn+1(1 gt t)n+1

M"“trer_$ 2t+1 B T T
uire que pour tout entier naturel non nul on a : |U +1 -~ —| <

‘déduire lim U,,.

n—+o

2‘n+2

é?
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