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Avant - propos

Cher éleve de 4™ Math..

Voila entre vos mains les comgés détaillés de tous les exercices de votre
manuel scolaire de mathématiques (tome 1 ; le Tome 2 ne tardera pas).

En s’exercant en classe (A.S : 07-08) : on était obligé de voir tous ces
exercices, et c’est seulement en les manipulant qu’on s’est rendu compte de
leur importance , de leur richesse et qu’on a apprécié la compétence et

le professionnalisme du groupe rédacteur de ce manuel et des efforts
considérables qu’ils ont déployés pour le bon choix des exercices.

Cher éleéve ;

C’est pour vous faire attacher encore plus a votre livre scolaire et a ses
précieuses séries d’exercices .que vient donc cet ouvrage .par le quel nous
voulons dire a chacun de vous : vous n'étes pas seul ; on est 1a prés de vous
a chaque instant ; pour vous rassurer lorsque vous répondez juste : pour
vous corriger lorsque vous vous trompez et pour vous débloquer lorsque
vous en avez besoin.

Cher éléve ;
Nous sommes sirs que vous avez suffisamment de conscience qui vous incite
a ne pas se précipiter a la correction avant de déployer le temps nécessaire
et I'effort personnel convenable pour la résolution.

Nous tenons enfin a remercier tous les membres du groupe rédacteur de ce
manuel scolaire et un merci spécial pour M® Charrada Taoufik secrétaire
général de notre fameuse association A.T.S.M qui a encouragé 1'idée de ce livre.

Les auteurs
ABROUG FETHI & BOUSSETTA JALLOULI

Nous prions nos collégues et tous ceux qui utilisent ce document de bien vouloir nous faire
pan de leurs remarques qui seront les bienvenues ( a I'adresse :f_abroug @yahoo.fr) et dont
nous les remercions vivement.

BAC.MOURAJAA
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Continuité et Limites

QCM:

1) lim g(x)=-o

2) f(2)=3 et f(5)=1

3) admet au moins une solution dans [—2,5]

VRAI-FAUX :
1) (vrai)

lim f(x)= lim f(-x)= lim f(X)=—c
2) (faux)

contre exemple : fix)=x

f est croissante sur R

lim f(x) =+

3) (faux)

contre exemple : f(x)=l
X

lim f(x)=lim f(x)=0

f n'est pas bornée

(lim f(x) = +o0)

4) (faux)

contre exemple : f(x)= " . D, =R’
X

lim f(x) =1

A:x=0 n'est pas une asymptote a ()

5) (faux)

contre exemple : f{x)=4+sinx

1 1
=3- 3 h(x)=5+
B(x)= 14+x2 (xy= 1+x?2

ona : g(x) < f{x) € h(x)
limg(x)=3 ; limA&x)=5

Iz I—+X

mais f n'a pas de limite en +oo

CHI1TOME |

EX1:
pour x>00na:f(x)=i\/§=\/ﬁ
X

pour x<Oona: fix)=—-2x
f(0)=0

foo-]

J2x si x20

~J-2x si x<0

* lim f(x)= lim 2x =0= /(0)

lim £(x) = lim~y-2x = 0= f(0)

f est continue en 0

* la fonction : x > 2x est continue et positive sur ]0,41:0[!
d'otl f est continue sur ]0,+co[

* de meme f est continue sur ]-o0,0

conclusion : f est continue sur R

EX2:

« la fonction : x > l+—1—2- est continue sur R/ {2}
x.

(fonction rationnelle)
« la fonction : x — x-2 est continue sur R

en particulier sur R/ {2}
d'ou la fonction : x - |x-2| est continue sur R/{2}
par suite f est continue sur R/ {2}
* continuité en2: f(2)=1
pour x>2 ona: ﬂx)=(l+%)(x—2)
x-

S(x)=x-1
lim f(x)= lim(x-1)=1=/(2)

pour x<2: f(x)=(l+L2)(—x+2)=—x+l
X-
lun f(x)= lirg_(—x+l)=-l¢f(2)

J n'est pas continue en 2




Continuité et Limites
EX3: -
)= “3x? —x+10
 +x*-8x-12
D, =R/{-2,3}
ona: —3x* —x+10=(x+2)-3x+5)
X +x -8x-12=(x-3)x+2)
-3x+5
(x=3)x+2)
-3x+5

D lim ()= lim e e =

(de la forme %,)

f n'admet pas une limite finie en 3

d'ou f(x)=

d'ou f n'est pas prolongeable par continuité en 3
2) lim f(x)=-w (delaforme 2)
x—=-2)" 0

d'ou f n'est pas prolongeable par continuité en (-2)
EX4.

x+3
f)=—

xz+x—6|

Dx’+x-6=0
A=25 x=3 et x"=2
dou D, =R/{-3,2}
2)
X

X*+x-6 |

CH 1 TOME 1
X+x-6=(x+3)x-2)

« pour x € |=0,-3
x+3 =(x+3).\/x’+x—6
X +x-6 (x+3)x-2)

Jxi+x-6
(x-2)
Vxl+x-6

x}:l—];)- Sx)= x—l’l(l-l}r (x-2) 5

J(x)=

S(x)=

« pourx € ]-3,2
fix)= 43 —V-x'-x+6
V-x’-x+6 (x-2)
lim f(x)=0

x—H-3)"

dois lim f(x)=0

f est prolongeable par continuité en (-3)

son prolongement est la fonction g définie sur R/ {2}
x+3

par : g(x)= ,/ix’ +x—6|

g(-3)=0

six#2 ;x#-3

EXS:

1) lim(i—) =—o

- x-1
1im(‘—3) = 400
= x - l

2) lim(—2X)=—0 (de la forme =)
=y -] 0

ity 4
x—l X -]

3)

X

x3-3x+2

lmz;=
= xt -3x+2




Continuité et Limites

4) * pour x>0

I+x"

d'oun lim

X

EX6:

soit P(x)=x" +3x* -2x -4

P-1)=0

P(x)=(x+1).(x +ax+b)

=x' +{a+Dx’ +(a+b)x+b
a+]=3

identification <atb=-2<> {
b=-4

Plx)y=(x+1)(x* +2x-4)

a=2
b=-4

pour X # -1

fix)= (x+1)x" +2x-4) z
x+1

lim f(x)= lim (x* +2x-4)=-5
- -1) x—+H-1)

X +2x-4  sixz-l
glx)= ot
-5 si x=1

CH 1 TOME |

X +2x-4

est le,

prolongement par continuité de fen (-1)

x| [«
2) pour x € ]O,E[/{z}

COsS X — —E C()SI—CC'"&E
S)= 2 - KX

" . T
sinx -2 sinx—-sin—
B 4

Rappelons que :

at+h

cosa—cosh= —2sin(:a;b).sin(

2

sing—sinb=2 sin(a—;b).cos(aT-"b)

cosa —cosh a+b
———— ==l )
sina—sinb 2

x+7
d'ou : f(x)=-1g( 24)

lim f(x) = —tg% =-1
i

fix) six=z el
dou . g(xF 4
-1 si x=£
3) pourx =0
1-cos(4x)
(4x)’
on pose X=4x

f(x)'—'-16|:

’ . 1-cosX
iy )= -1 52X

] fix) six=0
d' )=
. {—8 si x=0
4) on pose : U(x)=(x-1)?

Vix)= sin{7x)

)

x—=0,X-0

=—16x—=-8

2




Continuité et Limites CH | TOME |
f =Vol/

Iin;U(n:lj_T(x-l)z =0 EX8:

1) On pose U(x}= et V(x}=cos(x)

f=VoU
d'ou lirrirf(x)=:rr LimU(x)=:r>

[ 02 ) = i R ERD
10 vl

L S S

Lim f(x)=

K-»-F

=1/ ' R
g w ;

Lim =0

EX 7_: 2 2) "'"7: Lim f(x)=0
. ‘y,— g Limsin(x)=0/""""
) im /=0 e
*lim f(x) =+ 3y fixy S ED

vt X
i S == Liny fish= L 20
* l' = —)* X0

ey J = sin(X) 1
i )= -0
cos(x* =1)-1

on pose X = Jx

= 40

i e 4 f(x)=—-—=
i L9 (x*-1)

X =V Ulx)= 2_1 Vix)=
" 1i|g(f(x)+x—2)=0 f =VoU avecU(x)=x"-letV(x)

2) _
X 0 LimU(x) =0

=l
f(x) | | 1 )= Lim f(x)=
fix) LimV(x)= 5 i

00
/ x—=l
0 -0

cos(x) -1

EX9:

3)* me |,0]ufl] x €[0,+o0]

I'"équation : f(x)=m admet trois solutions flx)= (m ~Jx ).sinx

*me 0,1 § DT (x+2)-x _ 2
I'équation f{x)=m admet quatre solutions Ve+2+dx Jx+2+ Jr
*me ]I ’Jm[ 2.sinx

don f(x)}=———F
I'équation f{x)=m admet deux solutions Vit2+dx

-Jx+2+s/;
J.r+2+\/} ZJ;:——I———
X+

lsin x| <1=>2sinx|< 2
2 Jsinx| g 2

d'oll ————==
\/x+2+J; J;




Continuité et Limites
3) lim i=0' = lim fix)=0

I J; A—r+x

EX10:
fx)y=x+J1+x
i (W) -x
D lim f(x)= lim ————
1—-% - h +x2 -x

e 1o xt —x
d'o1 y=0 est une asymptote & (£ ) au voisinage (-)
2) lim(f(x)-2x) = lim (W1+xt -x)

1

= lim ——=0
e 1+ x? +x

d'ou A:y=2x est une asymptote d ({,)

=0

au voisinage (+w)

EX11:

3
0=

1* linll f(x)=+o (de la forme %}

- x _ Ar=1
IO = =)= o
llm(f(x) (x+2))—11m3——hmi-0

— x Fdm Y
A:y=x+2 est une asymptote a () au voisinage (+)
Ix-2
- xt = 2x+1
= lim X = tim 3 =0

-1 X X—¥-T X

2). llm f(x) (x+2)= llm

A est une asymptote & (£, ) au voisinage (-0)
x*(x-3)

f()—( )y

X

f(x) D ? -

N/

27/4

lunf(x)—llmx—2=hmx +o0 et I1mf(x) —o0

Xz L x

CH1TOME I

EX12:

f(x)=vx'-x+1
1) a)x*-x+1=0
A=-3<0
dot ¥*-x+1>0 ;vxeR=> D;=R

b :... +1—_ __2-_ l_— __2+_
)x© —x {(x—=) +1=(x-<)

4
doil f(x)=, ’(x—l)z 43
2 3

N _l=’ a3 1

2)a) f(x)—(x 2) (x 2) +4 (x 2)

% 1
- dod lim /(x)~(x-2)=

={ S
(x 2)+4+(I 2)

=

D:y=x-% est une asymptote a (¢, ) au voisinage (+cc)




Continuité et Limites CH 1 TOME |
3
b -t )= e

(=, +i+(r-—)

l 3
4

- ’(x#%f+i>(x-—):> [x~—) + ,_gx_;};,()

= flx)-({x- ;) >0

r—ll + >(-1— )=>

(<, ) estau dessus de D

EX 13:

1) (gt):(gt)
(é',,)‘:(i;i)
(€,)=1(£)

2) * (£, ) admet une branche infinie parabolique

* lim ( fix)y+x)= lnm(s}x -x+1+x) de direction celle de (O,-i')
" (X —x+l)-x° - il * (¢,) admet la droite Ary=x comme a
k) & symptote oblique

o e —xel-x H“Jx ~x+l-x o
* (£,) admet une branche infinie parabolique

s e x) de direction celle de (O)

" il e L
=% EX 14:

1) D, =[1,+%[
lim ( f(x)- 2x)—hm 3x-

L i AL H

d'on : la droite A;y=2x est une direction
asymptotique 2 () au voisinage de +oo

" | . o
D :y=—x+5 est une asymptote a (£, ) au voisinage (-o0)

- 2)_f(x)=l—\lx+2
4) f'(x)=£—— x
W —x+1 , =[—2 +cn[f

% * Jim f(x)= llm—-Jx+

=0’
e lim /(x) = o

i} la droite d'équation x=0 est une asymptote a (&, )




Continuité et Limites
* im f(x)=—oc

=¥t

lmm= lim

. X —+T x‘

- lim {1 2 o
:—ovl_t‘ X x'

(£, ) admet une branche infinie de direction

parabolique celle de (O.1)
x-1

Df— : 2l
- 11m f(x)=lim rﬁfﬁ-—l-—«:o
-z Yx+l

¢ lim —— Sl = lim x—_1=l
vy e Y x4+

. llm(j(x) x)= lim x“x—_]—lJ
Tez x+1

x-1

I »
_"_‘t_l.l_ =limx.
A 41 412 o)
x+1 x+1

= lim (X ) = -1

=y Jx_lﬂ
x+1

d'ou Aty=x-1 est une asymptote oblique a (£ ) au

voisinage (+=)

CH 1 TOME |

& ik Fia= T "—’iz—m

I——x (—-T x+

llrnf()-l ‘/ -l =1
S == ¥ x 41

o lim(f(x)-x) = lim (==X
(==K Xp -1 _"+1

A:y=x-1 asymptote oblique a (£, ) au voisinage (-c)
EX15:

1) f(x) =x.sin(3)
X

pour x#0  |f(x)|=|xl. sin(%)‘

on sait que : [sin( E)' S 1= |x|isin( %)' <|o
X

= |/ (x)] <[
Iirrglx| =0 d'ou lim f(x)=0

2)f(x)=l+x2.cos(%)
pour x#0

-1 < cos( l) Ll ~x’< xz.cos(l) <x
X x

5 1
= 1-x <1+ xcos(—) < 1+x°
X

1-X<f(x)<1+x°
. I
!rl_lf(l)(l—x )—lxn_l.r.g(l+x )=1
d'on 1il‘l(])f{.t)=|
3) f(x)=l+cos(l)
x X
* pour x>0 cos(l)z—l
X

1 1 1 1
:>—+cos{—)2—l+—:>f(x)2—l+—

x x
I!E( l+—) +o d'ol Ilm fix )=+

* pour x<0 cos(—)sl = f’(x)sl+l
X X

lim(1 +l) =—o0 d'ou lim f{x)=<0
0 X 10

conclusion : f n'admet pas de limite en 0




Continuité et Limites
EX16: -
2+cosx

Nf(x)=

~l<cosx<1=>1<2+cosx<3

1 2+cosx _3
. x>0 B —< <-—
ReED X x x

lim Lo lim - 0 dou Ilim f(x)=0
L S T=+E X X
3 2+cosx _1

spour x<0: —= s—::isf(x)g_l.
X X X X x

lim LI lim E=0 dott lim f(x)=0
2y T X -1

1+cosx

2 /="
[+

—1_<_cosx<1:90<l+cosx£2

=0 f(x)< \ﬂ-

- hm—z——{) d'ou lmlf(x) 0

T2

x=z0

—==0 dou lxmf(x) 0

——x ’i
x.8inx

sl e

_ x| Jsinx|
= xt+x? +1

ona: [sinx]<1=> |x|Jsinx|< ||

K
ad s e x* +x% +1

lim — L || = lim —=

gt x4l e xt x4

. =X .. =1
= lim — = lim —=0
K== I—+x Y

dod lim f(x)=0

1—-x

CH |1 TOME |
4) f(x)=cosx—x

—l<cosx<l=>—x-1< f(x)<l—x

[ f)<1-x
et d'ol Iinl J(x)=—
lim{l-x)=—o

rf(Jr)J_*-—l—.:r
et d'oi lim f(x) =+

lim(-1-x)=+w

L1-»-s

EX 17:
I+cosx

) f(x)= = x21

I+cosx| _
*|fix)| < —= car [cosx| <1

Vx J_

*g(x )[_xsm X car x21

< l,‘
T+ 2x

<4
=|g(x)| < s12nxlx =|g(x)| < 2]? carsin‘x <1

*sinx<1=3sinx<3=-—x'+3sinx<—x' +3

= h(x)<-x' +3
2) pour x 21

=0

* |f(x)|.<.72_; et lim s

Yy J:‘_-
d'ot lim f(x)=0

1
* <—
e <
doi lim g(x)=0
Jhix)s-xP+3

et lim(x'+3)=x dou lim A(x)=-x

[ S

* pour x>1

EX18:

2—sin(l)
fixy=—% ; xeR’
X

1) a) pour x>0

sin(l)slz:-—sin(l-)z—l: 2—sin(l).>.l
X X

(car x>0) = f(x) > l
X




Continuité et Limites
b) f(x)2 a pour x>0 et lim (l) =+
X =0 Y
d'ol lim f(x)=+o0
0’
2) a) pour x<0
2-sin(—l~) 1

— X <° (carx<0)

2-sin(—)21=>
X x

:>t'(x)s.l
X

b) fix) < 1 pour x<0 et Iim(l) = —0
X -0 X
dou lim f(x)=—
140"
Rg: fn'admet pas de limite en 0

EX19:
fix)==

2x.5in X

2x* |sm x|

1) a) |xf(x)|-

*pour x=0 le resuhat est evident

*pour x20 1+x'2x' = L S siz
I+x x

2x [sin x|

< 2|sin x| = [x.f(x)| < 2 (car lsinx| <1)

1+x
b) pour x #0

x.flx)| 2= Iftx)| < =

x|

an:r,zd—O d'ou hmf(x) 0

2) on pose X=% -X

X = —
X — +o0

2.«‘(0051[-’2'E -X)

lim ——=——

(7 -2x)cosx
m-—-=
X 4 X7

w 4 2
1+(=-
(2 x)

2XsinX _
2

=1
X =4x l+X X—b+w

m f(X)=0

CH1TOME |

EX20:

1) -1€-cosx £1=>1<2cosx <3
lS 1 <1
3 2-cosx

- ﬂx)—

2-cosx
1 2 l=> f(x)zlx

ur x>0
e 2-cosx 3 3

llmlt-+00 d'on hmf(x) +o®

cosxz-1=>x+cosx2x-1
pour x>1
|

|
x+cosx 2 x-1 >—
2-cosx 3

dou g(x)2 1 (x—l)

lim - (x-l)*+co = hm 1 g(x)=too

s 3

EX21:
D Sf(0=

cos(3x 1)
x

—-1<cos(3x-1) =1 =>"_] < cos(3x-1) "
X

=:>i£f(x)s-l-

lim(— )-hm() 0 dou llmf(x) 0

e x
2) f(0) =
cosx <1=> —3cosx 2 -3=>4x’ —3cosx >4x’ -3
= f(x)2 4x' -3

lim 4x* -3=+40 d'ot lim f(x) =+

Etm L

-1 sinx 1 pourx>l
1-2x 1-2x 1-2x 2

4x* -3cosx

3) -1<sinx < 1=

1
> SIS,

lunL-O d'ou llmf(x) 0

J—H—x] X




Continuité et Limitef/_
; sin(+/x)

=2

4) f(x) i \/;

pour x>0 - l<sms/;<l=>j- % T

1
:>2-—-£f(x)<2+— ; pour x>0
Jx Jx

1
lim 2——= = lim 2+ —=2
X4+ x I+ X J;
d'on lim f(x)=2

X+

EX22:
f est périodique de période 2

fix+2)=f(x)

5 ke [0%]
fix)={2-2x sixe ]%1[
Fx-1) sixel.2]

h

2) « pour x e[o,%]

OSxS%nOSZJrsl::»OSf(x)sl

. ourxell'
P 2"

1
5<x$l:>—]$—2x$—2

=122-2x20=0< f(x) <]

dot 0<fix)<1 ;Vxe[0,1]

»pourx ¢ |1,2]

(x-1e]0l]=0< fx-D<I
=0<f(x)<] ;vxel,2]

par suite 0<f(x) <1 ; Vx €[0,2]

2 est une période de f = f(x+2k)=f{x) ;k e Z
doi 0<f(x)<1 V¥xeR

3) (&) est la droite d'équation : y=2x

4) a) h(x)=f(x)+g(x)

b) 0 < f{x) <1 = g(x) <h(x) < g(x)+1
= 2x < h(x) < 2x+1
*h(x)=2x ; lim 2x =+ d'ot lim A(x) =+

T—h+ X

* h(x) < 2x+1 ; lim 2x+1= —0 d'oi lim h(x)=-o

I—-x I—p=L




Continuité et Limites
EX 23:

x+1
D fix)y=—— :I=2+x
) fxy=——5 =[]

f(x)= <0

(x=2)
f est continue et strictement décroissante sur ]2+cc>[
doi ]2y = |1im £.tim f] = Jl+]

2) f(x)= Vxi=2x 1= ]-:C,O]
x-1

fx)=
vrl=2x

f est continue et strictement décroissante sur |-2.0]

R Jo.0])=[ 01 lim 1 =l0+[

<0 Vxel

3) f(x)=1glax) :l=]-%.0]
Fxy=al+1g" (xx)>0

! , : 1
f est continue et strictement croissante sur ]——2»,0]

d'ou f{ ]%Ojl )=] “W f,_,.(o)}]-m.o]

( car Iip1 1g(1x) =-—)

(—r
EX 24:
f(x)==2x"+2x-3
1) fix)=—6x"+2

X

(x)

f{x)

S

CH 1 TOME |

2) I'équation : fix)=0 admet une uniquz solution a

3) fest continue sur [-2.-1]
f-2)x -1)=-27<0 = -2<a<-1 (calculatrice)

EX 25:
D, =['6’4]/{2}

X
f(x)

1)
-6 -2 2
6 \ l +ao| |+eo
I /

33

_ %3
limﬂx)=lim 2x = lim-2x" = -0

-y r T I L 8

(£, ) admet deux branches paraboliques de

direction celle de (O.j’ )

2) fi[-6.2) =[1.+oo]
2.4 =[2,+]
I
3) h(x)=—
Yh(x)= 0
a) D, =[-6.4]/{2} car fue s'annule pas

o | ’
b) les vanations de f et T sont contraires sur un

intervalle 1 sur lesquelles elles sont définies

D ou

X

h(x)




Continuité et Limites
o]
—6)=—
h(-0) 6
h(1) =1

im0 = i =0
X 2
h(x)

0

1
W2.4] = ]0.5]
c) ling h(x)=0

h est prolongeable par continuité en 2

EX 26:

fy=2dx+ 1r i

D, =10.5]

1) f est continue sur ]0,5] comme étant
somme de fonctions continues

2) » fest décroissante sur ]0,1]

« f est croissante sur [1,5]
3« R]O.I]):[ £(0). lim f[=[0,+oo[
A[1L5p=[ra).f (5)]=[0,2J' —%]

H anx+l-te =1
X

I'équation admet deux solutions
b) @(x)= f(x)—1 (calculatrice)

* 0(0.3)0(0,4) < 0= 0,3< x'< 0,4
*0(3.5).0(3,6)<0=>35<x"<3,6

CHI1TOME |

EX 27 :

FlEy=F
x-1

D, =[0,+ocf /{1}

1) xelo+of/{1}
1 1
W)=t ——
4 2Jx  (x=1Y
[ est strictement croissante sur chacun des

intervalles [0,1] et ]1+oo[

2) fest continue et strictement croissante sur [0,1]
d'oi 8[0.1)=[ £(0).lim s| =14
« fest continue et strictement croissante sur |1, +oc|

doi f]1.+)= Jlim £ tim f] =} o] =R

>0

3
3) a) dans [5,2]

(x-DWxr= 1¢f_—]c> AL

x—1

< f(x)=0

« f est continue sur [%.2]

f(%)XI(2)=(€—2)(J§-1)<o
d'oti I'équation : f{x)=0 admet une solution a
dans [2,2]

2

comme f est strictement croissante alors a est unique

par suite : I'équation : (x—l)J; =0 admet @ comme

unique solution dans [%2]

b) f(1.7).f(1.8)<0 donc 1,7<a <1.8
une valeur approchée de a a 10" prés est 1,7




Continuité et Limites

EX 28:
xe[-1L1]

f(x)=v1-x
g(x)=%(1—x)~/l-x’

X0 -1/2

1) A(x)= AH'ZHM

AG) =5 (1=).1(0)

A(x) = g(x)
2) a) A(x)=g(x) est maximale lorsque

x=-% => lorsque M=C (voir figure)
b) l={A(x) iXe€E [—l,l[}

I= {g(x) :X€E [-l,l[} =g(-1,1)= [O,g(—%)]

r=[o2]
R

c) soit a = 'aire du triangle OAB

A(x) =%c~g<x)=%

la droite d'équation : y=-;— coupe (£,)
en deux points

d'ou léquation : g(x)=% admet deux solutions

CH1TOME 1
I'une de ces solutions est 0

x=0 - M=B
lautre x, > M=M, (voir figure)

« soit q:(x)-—-g(x)-%

@ est continue sur [-l,- %]

L_ 133 1
ﬂ-l)ip(-i)—( 2)( =" 5
=>-l<x, <-0,5

@(-0,9)xp(-0,8)<0 = -0,9<x,<—0,8

Y<0

EX29:
a<b

f([a.b]) =[a,b]

1) montrons que l'équation f{x)=x

admet une solution & dans [a,b]

f(x)=x f(x)-x=0h(x)=0

( avec h(x)=f(x)-x)

*h(a)=flaya20 car fla) e[ab]

h(b)= f(b)-b<0 carfib)e[ab]

* h est continue sur [a,b] h(a) et h(b) sont de
signes contraires

0 est compris entre h(a) et h(b)

d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires :
il existe a € [a,b] tel que: h(a)=0

ha)0 <= fla)a

2) la droite A:y=x coupe (£, ) en un point A
de coordonnées (a,a)

(Rgq : a n'est pas nécéssairement unique)




Suites réelles

QCM
1. Uy= "2:2 ; neN U,zn

2, U,=tteostn) oy, =1
n+l

A+

3. U= n.sin(l) LimU, =1
n i

VRAI-FAUX

1. FAUX  contre exemple : U, =(-1)"
1

2. FAUX  contre exemple : U,=-n etV, =l+n U +V,=— =
n+J1+n’

U,+V, converge vers 0 mais U, et V, ne sont pas convergentes

3. FAUX contre exemple : U, =(-1)" — (Uyy=1
(Un)? converge vers 1 mais U, ne converge pas

4. FAUX voir définition
5. FAUX contre exemple : U, =(-1)"

U,y converge vers 1 ; Uy, converge vers -1 mais U, n’est pas
Convergente




Suites réelles

—e] Li[= L:m[%] =0
=>Lim2+(l] =2
n— I 5

= LimU, =2

n+x

le4+l-4ﬁle 4+— —J—

n=—>+X n—P+X

= L:mV_, =2

B

KUJKW*@lélz
5" 10
<5210 n29

pournzn,=9 U, -2/<107

1

n(2+1’4+l
n

-2

¥, -2|<10° pour n2n =?
EX2:
_ 1y
2”+(_1)n+l
n+l

1. a)=
o 2n-1

2.

Lim a», =Lim 2
Z“ Zn —]

’ ..oon-
Lim i+ =Lim >

Lim ay, =

EX3:

CH 2 TOMEI

2(—1)1'.211 22n

*U,’ = > =
n (_5)_n+l (_5).(_5)20

_ 2n 1/ a
U3,, =_1.22 =—1. ‘2—)
o5 5" 5 \5

\"
E«E] ll[=>l,tm(2 =0
5 =t 5)

= LimU,, =0

2! P (2n+1)

= (_5)2n+2
I R | (LJ’"”
522 5010

1
= —e |-1,1
0 car 3 e] [

*

= LimU

2n+l

Lim Uz, =Lim Ujq) =0 d’ou
Lim U, =0

EX4:

Jn
=+ —
2n+(-1)"

V2n

.. =l+4 ;
n+

lim U, = lim 1+ V2n

e v55{2425+;é:]
1

=lml+—mm—=1

AN T
2n
V2n+1 _|+\/2n+1

an+2-1  4dn+l

2+l

lim Uh*,=l+—"l=l

4J;+ﬁ
Ona

LimU,, = Lth2 g =1=>LimU, =1

NedeL

=1+




Suites réelles
EXS:
1 1 1
=(l+=X1+2)..(l+—
U, (+2)( 3 ( ”)
x5x xn+l
= XX A AT
Ys 3 4 n
En simplifions on aura :

R—pTE

EX6: neN’
1) a) x,=0.33,..3

nfois
Démontrons par recurrence
* pour n=1 x,=0.3=3(10° ) (vrai)
* supposons que : X, =3[10"+...+10™]
* montrons que :
Xee1=3.[ 107+...+10™+107™ 1]

%, =0,33...3=0,33..3+0,00..03

(n+1} fars afols nfuis
Xy =%, #3107 =3[10" 44107 ]+ 3,107
X, =3x[107 4 +107" ]
Conclusion : x, =3x[10" +..+10™" ], vneN’

1-(107"y )

1-10"
somme de n termes consécutifs d’une
suite géométrique de raison 107, d’ou

107 +102 4. 4107 = & 1-(i)"
9 10

%[__

D’ou lim x,

n—+r

b) 107 +.. 410" =107'(

, car lim( —)"

CH 2 TOMEI

=0,353535...35

nfoix3s

Yo =3x[107 4107 + 4107 |+
5»«[10'2 +10™ +..+10'1"]

1-(107Yy
1-107

10 1,
‘E[‘“‘W) }

1-(107%)"
-0

1
‘9_9[ (100) }

35
99[ -(W) ]

b) z,=0,35 ; z,=0,3355
z,=0,33...355..55

nfoix nftix

[10 L +102"]
1 (10")"]

107" +107 +..+107%Y = 10".[

102 107 + .+ 10°H =10".[

z, =x,+5x =( -
10"* 107"

znzxn 9x IO,I: _(_) ]

lim z, = lim x, s
3

H—+3 R+x

EX7:

l)onpose V,=n ; neN
(V.) est une suite arithmétique de

raison r=1

e e

2)

U, =1
U, =U, +2n+3
U,.,=U,+2k+3




Suites réelles

= YU, =Y U, +2+3)
k=0 k=0
>3 U, -3U, =3 2k+3)
k=0 k=0 k=0
Uy=23k+33
k=0 k=0

=>U,, —l=n(n+1)+3(n+1)
SU, +2n+2=(n+3)n+1)

=U, =(n+3 n+1)-2(n+1)=(n+1)’
limU, =+

n—+x

EX8:
1) Un=(3)" ;neN’
n
2 1

I 1 2 1
N24D —< - =< —=(2)" <(=)
2 n 4 n 2 (n) (2)

1
=>U, <(=)
, (2)
b) OSUQS(%)" : VneN’

h'm(%)" =0 doi limU, =0

2) V=" .[L@}:nh.[l{z—‘:)']
n

v, n"’[:l ()'] n[1-U,]

lim U, =0

Nz

lim n*" = 40
N—r+x
d'ou lim ¥, =+w

e

EXO9:

1) U, =

3
L n _a—l
3" -4 =(4)
3" +4" (3
4

=) +1

hm(—) =0 dou IlmU, =-1

Ay, A—tex

2) a)s, Z—_

iU, -1

CH 2 TOMEI

_2x4t L 13,
U-t=gs™ U -1 [(4) H]
d'ou S, -—-{Z( o) Zl]

__n-l
1(4)

12
4

+(n+1)

lp - im‘l
_n+l+4.(1 (4) ]

-
n+5-3x (i)"]

limS =-o car lxm(—) =

R+ A—Fr+x

EX 10

FV.. "3_” ’ (n EN)
) W.., (n+l)' 3 _ntl
W, ¥ a3

n>3=>n+1>4=>"T+l>::>

2)

multiplions membre 4 membre et simplifions

4 .
onaura: —22>(-—)"
W, (3)

LA 2(‘~‘)""><W3 pourn >3

hm( )"‘ xW,=+w car W, >0et§>1
d'ou limW, =+

n=p+T




=;—' : (neN")

1) 2) A,(0.0) ;A.(l.%) LA,

9 _ 25
A3(3.'§) ;A4(411) ’ As(sy'3_2)

A,,(G,i) A, (7.—4—9—)

(n+l) (n+l)

multiplions membre 3 membre et simplifions on aura:

U 8 a3
— (=)
u, @

=>U, < (g)""3 xU,
=>U, S(-g-)"" orU 20 ;VneN
) 8 n-4
dou 0< U, 5(6)
lim (%)'-‘ =0= limU, =0
2) 5,=3U, ; (n23)
k=3

d'aprés 1) b)on a:

Umsgu, : k23

CH 2 TOME]

Z ZU :ZUH <

k=3 k=3

=S +U, U, s%s,

=>%S,, <U,-U,, :%S U, carU,, 20

=S, <9U,
b) srrrl _Sn =Uu+l 20
d'ou (S,) estcroissante et comme (S,)

est majorée par 9U, =% alors (S,) est convergente

EX12:
1

1
F 2l+—Yunt—7a=
i +,_2+ +J;
v = E

pour 1<k<n ona: \/_S\/_::——>.-.—

Jk n
:g ‘?::‘ :VZnJ_=>V>J-
2) v,zJ'
lim vn =

A—+X

= lim ¥, =+w

A—F+x

EX13:

f( )_smx

1) lim f(x)-nmﬂ |
X

* pour x>0

inx 1
-l$smx<l=>—15—s—s—
x X x

=:o—ls—$mx<l s Vx>0
x x x

e T |

lim —=1lim —=0

I+ x X—Hﬂx
d'ou lim f(x)=0

2) a)U, =f(3i,)

o . _
,hﬂ.(i) =0 et lim f(x) =1




Suites réelles CH 2 TOMEI

bV, =127
lim2" = 40

" = limV, =0
hmf(x):() R—prx

) W, = f((-0.3)")
lim (-0,3)" =
lim f(x)=1

EX 14 :

-3
U, =——
) U, o

limU,=0 car lim3" =+

Py O S
(0,8)+(0,2)"

= limW, =1

n—s+x

lim (0,2)'=0 doi lim Unzg

3) U, =cos(4n)-4"
cos(d4n) <1=> cos(4n)-4" <1-4" d'ou limU, = 5
=>U, <1-¢4" i =
lim(1-4")= -0 dou lim U, = ) U, —lg(—zn

4) U, = (%)".cosn

V2 V2

2
-1< SI=-(—)<U, < (—)"
cosn :>(2) i (2)

2
Im(—)"=0 dou limU =0
ki 2) il - d'ou limU_ =+

lim tgx =+
x—ﬂ—';)'

5) U, =sin(l)-l :neN EX15:
n n

i

u,= f(l) avec f(x)=sinx-x fe JO’}‘[
n

{Uo =2cosf

U, =2+U,

* u, =\/2+U0 =21 +cosH)

6) U =——— ;n21
i 2 2 2 UI = 4(:082 g =2 (}(:lsg :2005(9) (COSE 20)
A1<sinn<l=>n -1<n +sinn<n +1 v 2 2 D) 2

¥ UZ =\/2+U'= 2(l+cosg)=2cosg

el ;
lim — =0 , fest continue en 0

A+ n

dou limU, = f(0)=0

neN

_n’+sinn

doi limU, =0




Suites réelles
2) par reccurence

* pour n=0 :U0=2c050=2cos(%) (vrai)

* supposons que : U, = 2cos( %)

8
2!*‘

=240 JZ(I +cos(—) = 1/4 cosz(—L)

0
COS( ll |)‘ zc s‘zuﬂ) car —or 2|r¢l ]05[

conclusion: U, = Zws(%) ;VneN

* montrons que : U ., = 2cos(

( f{x)=2cosx)

3) U, 2¢05(2“)=ﬂ2")

Jim % =0 festcontinue en 0

o7

dou lim U,=f0)=2

EX16:

E(r)+EQ2r)+..+ E(nx)
o

1)en général : x-1 < E(x) £ x

dou kx-1<E(km)<kn

=3 (kr-1) < Ekr) < Yk
k=1 k=l e

U, =

=7 Y kn< Y Ekn)<xY K

k=I k=1 k=1
D k= "("; b (voir: ex7)

n(n + ) n(n+)m

donc - <ZE(k J§——

k=1
:>E+—-ns ‘U, 5ﬂ+f£
2 2 2

CH 2 TOMEI

£+£—~—<U g E
"2 2n

4

im(Z+Z)=2

,._121(2"-2 ) 2
(£+£-l)_£

H~==2 2n n 2
D’oil mu,:%

EX 17:

U = sin(—l,—) + sin(l,) L +sin(l,)
n n n

) n(n+1)

)

2) pour:1<k<n

ona: k<n = ik’sin’

k=1 k=1

n
ﬁZk" <n’xn=n'
k=1




Suites réelles CH 2 TOMEI

EX18:
3) pour x &[0, +o[ {U -
* on pose : fix)=sinx-x J_ yNE

f'(x)=cosx-1<0, fest décroissante sur [0, +oc] 1y, Aleitarttin e :
xZOﬁf(x)sf(O):sh:x—xSO:sinxSx D . pourn=1 , U=1<3 (vrai)
* on pose : g(x)=sinx-x+% * supposons que : U, <3

e montrons que : U, <3
g e)=tonr—1+ 2 U, <3=3U, <930, <3 U, <3
g'(x)=x-sinx20 (daprés(1)) conclusion : U, €3 ;¥ neN
g'est croissante sur [0,+oof 2
x20=2g'(x)2g'(0)=g'(x)20 2 U, -U,=30, U, j;lu -|I-JU 33(; :I)
d'oti g est croissante sur [0, +oo] ona:U,>0et3-U, 20doi U, -U, 20
x20:>g(x)2g(0):sinx-x+%320 =>U, <U,_,

. e par suite : (U, ) est croissante
=amxEx-—— {3 3) (U, ) est croissante et majorée par 3
nH+@2) = x-x—SSsinXSx i VxeR R

6 i * soit ¢ : sa limite
(U,) estcroissante = U, 2U, = U, =1
1sU,<3 = 15453
*U,,,=RU,) avec fix)=/3x
fest continue sur [1,3] doi £= £(¢)
(=f(D) =3 = F=30 = (1-3)=0
<£=0 ou ¢=3,0¢[1,3] dou¢=3
conclusion : imU_=3

.k
4) U, =§sm(n—2)

* d'aprés 2)on a Zk’ <n' S Zk’ <__
k=1

::»v-—Zk’ v-ﬁiz )

(1)+(2)=>v,-6L2susv, _EX19:

n

U,=a ; A€ ]0, EI:
2

UH'H & Sin(Un)

1) f(x)=sinx-x

f'(x)=cosx-1<0

BAC.MOURAJAA




Suites réelles
X o
2 2
f(x) |0 -
fix) |0
2

2) f est décroissante sur [0, %]

%EIZOnf(x)Sf(O):f(x)SO
=>sinx—x<0=sinx<x
3) * pour n=0,Un=ae[0.%] {vrai)

* supposons que : U, E[O,%]

montrons que : U, E[O. %:i
U e [0.%] —0<sinU_<U, (daprés2))

ll"'lS

dou0<U_, U, =U, ¢ [0,5'2-}

4)sinU <U, = U, U,

(U, ) est décroissante

5) * (U, ) est décroissante et minorée par 0,
elle est donc convergente

* soit £=lim U

U, e[o,£ —te|0.X
2 2

T ) T .
la fonction sin est continue sur [0, E] d'ou /=sinf

= ¢=0 (d'aprésl))
EX 20:

Fim=las
X
I f'(x)=;—i<0

X 0
f(x) =

f(X) m\.l

CH 2 TOMEI

f est continue et strictement
décroissante sur J0,+o[ d’ou

S0,4<c[) = :|li+r:x J.lim f[ =1, 490

2)

A

los

0.5

e

{xu =2
4)

x1

_l+J§
2

L2 A5
f{w)—l+ﬁ+l—1+ 3

\/5—] I+J§

2 2

=1+

=p

xn+l B f(xn)

2)x, =f(xo)=f(2)=%

35
xzﬁxdzf(i)_B
8 . =E

$T5 My

b) par reccurence

*U,=2eQ. (vrai)
* supposons que x, € Q. ,

montrons que x,_, € Q.

xn4|=ﬂxn )=l+_l_ e Qo
X

 Lyelsly_desle
BAC.MOURAJAA



Suites réelles
c) * montrons que : x| E[;,Z} VneN
3
*pourn=0 : x,=2 6[5.2]
3
* supposons que : X, € [52]
3
montrons que : X, , € [52]
3 3
X, 6[5,2] = ESX, £2
=>f2)<fix,)< f(%) ( car f est décroissante )

:%anﬂ BSX,,.,S2

=
3
conclusion: x, € 2,2 vneN

* e el=lrtn)-sto) =1
X, @
11

Lk -q
5, o ox,
4

1
comparons —— et 9

4\
d) l"l""!‘sal-‘."l’i
.4
!xz-q’lS;!x;-tp.!
4
”‘3“?{55“2‘9".‘

x -("’( ‘ 1 — 9|

multiplions membre a membre et simplifions ona:
4
Ix, -9 £(=)"12-
X, =@ (9) 2-9,
. 4., g .
"l_lglt(—é) =0 = lim (x, -¢)=0 Q"]_lE‘x.=¢
EX 21:
U.=Z—Iz- inelN
o k
i 1
.l=l
S
Fa=i

k=l

aU =

b)U,.,-U,= - >
(n+1)”

d'ou (U, ) est croissante

| T | P

Gt I-Tc‘)_k__k(k DK KD




Suites réelles CH 2 TOMEI
LI 2, ] |
a0 ) e i I
:U.-ls"Z_'l.-fIL
=>U, —ISl+Z———-i%

L‘-I A=2
1 1
U, -1gl-—=U,$2-—
n n
") (U_) est croissante et majorée par 2
e - wswszaﬂswgz
elle est donc convergente 54
soit = n]_-lirll U, ) 61 <r<3

(U,) est croissante = U, > U, .pourn23

EX 22 .

- neN
lim (2'-)—2 dou —<¢<2 Ix3x5x...x(2n—1)

R—H+L 36 l) U” =
k)] p23 2x4x6x...x(2m)
U 2n+1

ol a) —=l= <1 car 2n+1 £ 2n+2
Y= n2l TREETET

V.= ]

k=1

n

DV V= 1 g . (U, ) est a termes positifs et % <l =>U,, <U

e 20 dot(V,)est croissante
(n+1)? n

d'oit (U ) est décroissante

b) pourk 21 ona: b)il estclairque: U, 20 :VneN

Pl k? skl Ll (U, ) est décroissante et minorée par 0.

2
k" Kk elle est donc convergente U_>0—1/20

:i_,( — =V, <U, )V ___2x4x6x...x(2n)
o kT ok " 3xSx..x(2n+])

c)V,<U, etU, <2 douV, <2 i V,., _2n+l)

(V. ) est croissante ¢t majorée par 2 V. 2n+3

<1

elle est donc convergente V>0 ;VneN douV
a~l —

soit /' : sa limite

V, €2 = <2

<V
(V, ) est décroissante
¢) (V, ) décroissante et minorée par 0 ,
elle est donc convergente V, 20— /'20
HW =UFV,
a)(W,) converge vers /x /"
1

2n+l
¢) lim W =fx/"

by W =

n

llm W = Ilm —I-—O
; 2n+l

d'ou x'=0




Suites réelles

4) a) démonstration par reccurence:
* pourn=| : U,=—;— et V,=§ ; U<V, (vrai)
* supposons que U <V,
montrons que : U, <V _,
daprés 1)a) et 2)a),ona:

_ 2ntl

n+l 2(n+l) **a
2(n+1)

vn-‘-l & 'Vu
2n+3

2n+l 2(n+l) _ -1
2An+1) 203 2(n+1)2n+3)
2n+1 v 2(|1+])=> 2n+1 ; <2(n+l)_v
2(n+1) 2n+3 2n+1) " 2n+3 "
=>U,,<V,_,
conclusion: U <V, ;V¥neN
b) 0<U, <V, =0<FSF orfx=0)

= 0P <txl =0<7 <0 = =0

c) dela méme maniére que 4) a)
d)2U,,, >V, =22¢20
20/ <0< <0 6'=0
EX 23:

xe ]O+ao[

) ﬂx)=4—%

f'(x)=-—:i—>0
X

X

f(x)

f(x)

4 {uo =5

3
Uy =5
Uuﬂ =f(U.)
a) U|=ﬂUn)=ﬂ%)=0

b) U,=f(U,)=f(0) n'existe pas
d'olr (U, ) n'est pas définie
5 {u., =3
U,.n=/U,)
a)U=RU, =3 ; U,=3 ;U,;=3
b) spour n=0 ona U,=3

2) :nelN

« supposons que U_=3

montrons que : U =3

U,.,=f(U,)-f(3)=3
dou:U,=3 ;VneN

Uu-l =f(Uu)

a) U,=f(5)=l%
17,53
Uz=ﬂ?)=ﬁ

A




Suites réelles

b) montrons que : U_ 23 :Vne N

OU!_- %? >3 (Vmi)

+ supposons que : U 23
montrons que U, 23
U, 23=1f(U,)2f13) (car f est croissante)
= U, 23
conclusion: U, 23 :vneN
4U, —3_U _Uj+4U,-3

g U,
AU, -, -3)

u,

u,-U,<0 ca U, 23

doli (U, ) est décroissante.

¢) (U, ) est décroissante et minorée par 3
donc elle est convergente

soit at="l:|£1lwt U,
U 23 = a23
f est continue sur [3+cn[
d'ot a=fla)
a=fla) & a’=a-3 o a’4a+3V o a=1 oua=3
oraz3 = a=3

d)U,-3<10°

- Unvl-Ull=

(pour n=7?)

CH 2 TOMEI

u,.-u

on a: (V) est croissante
(U, ) est décroissante
* lim(U,-V, 70
dot (U, ) et (V, ) sont adjacentes

Un:n+2

vV = n+

" 2n+5

{(n=4)

_ 8n+l13
. n_(n-l W(2n+5)
dot V 2 U,
» (V, ) est croissante

*

(U, ) est décroissante
» lim (U_-V, =0
d'ou (U, ) et (V, ) sont adjacentes




Suites réelles

U, =sin(-l-)
3) 'l‘ n>2
V, =cos(— )1
n

pourn 22, ona: le]o,l]
n 2

:le]o,ﬁ] = sin l,20 =U, 20
n 2 n

* cos —l-sl =V, <0
n
dou V, <U,
L<l =>s1anSml = U,
n+tl n n+l n

(U, ) est croissante
d'odr (U,) et (V,) ne sont pas adjacentes

U, Z—
4) (n22)

v, =2+-3i
n

1_(] )l'l*l

o l,
I- %

*ona:U, sV, (1)

_2[1_( )mI:I_Z( )n

(U, ) est croissante
(V,) est décroisante

* lim (V,-U, )= lim z+(l)“=0 (3)
n—aix A 2
conclusion : (U, ) et (V, ) sont adjacentes
5)*U,20et V, <0 douV, U
*U,.,-U, =(vn+2-yn+1)-(Jn+1-Vn)
. 1 i 1 <0
2 +Jn+1 Jn+l+Jn

d'ou (U,) est décroissante

V,=U, = (V,) est croissante

* limU,-V,= Ilm U=

conclusion : (U, ) et (V, ) sont adjacentes

" T 1+J-

<uU

CH 2 TOMEI

EX 25

U, =12
v, U«;ZV AT

1)* pourn=0.0na : U, 2V,

Vv, =1
u,+3v,
4

* supposons que : U, 2V,

montrons que U, 2V,

Uv__UV

n+l n

n+l

20 douU,, 2V,

conclusion: U, 2V, : VneN

2)*U,.,-U-= V. -0, <0 - (U,) est décroissante

U~

*V,.,-V,= 4 20 —(V,) est croissante

* on pose : W,=U, -V,

I P

d'apré
=g W (aprés 1))

(W, ) est gémometrique de raison -112-

d'ou "lim w,=0
conclusion: *V, <U,
* (V,) croissante et (U, ) décroissante
* ”Iirn (U,-v,)=0
d'ou (U,) et (V,) sont adjacentes
par suite (U, ) et (V, ) convergent vers la meme limite
3)t,=3U,+8V,
a)t,=3U,.,+8V, ,
=3U,+8V,=t,
d'ou (t, ) est constante
b) t,=3U,+8V,=44 d'ou 3U, A +8V,=44
—pegemlme , 3g+8a=44 = a=4

=(U,+2V,)+2(U, +3V,)

EX 26:
a>0

_n

" (+a)
1) (1+ay =Y. C'a*

k=0

;|

= (1+a)' 2Cla’ = (1+a)" il




Suites réelles
2)pc;ur;1.>.2
et W g .
(-a) n(n-la  (1+a)" (n-1)a’
..
(n-Na’

Iun = =0 dou lims, =0

= 0<b, =

3) (x, ) suite géometrique de premier terme X,

de raison g € |-L1

1“cas: =0 ou x,=0
Ix,|=0 :vneN = nfx,|=0
= lim nlx,|=0

2™ cas: q#0 et x,20
x| = ol ol

L e alhy
soit a Iql >0 = g =

d'oii |x,,]=%— = n|x,|=|x| b,

limb =0 dod: l|mn|x|—

n—e+¥

par suite : %‘(nx,) =0
4) lasuite x, = I

de raison q=% € ]—l,l[
d'ou lim(nx,)=0

n
= lim =0
ez P

*x =(__

(x,) est géometrique de raison q=§ € ]— L[

d'ou lim(nx,)=0

n—rrx

: -1
= lim n(—)"? =0
"(3)

e

*(n+] )

l
f’ ""f 'R

CH 2 TOMEI

X, = (_T;)"

(x,) est géometrique de raison q=———,_; el
-1
d'ou lim(nx)=0 = limn(—=)"=0
n—+x A—r+T ( . ’2 )

par suite : uliﬂ(nﬂ)(%)" =

EX 27 :

n>l ; xeR’
1) soit W, =x" ,neN

(W,) est géomelrique de raison x de premier terme W, =1

douZW W( ):‘Z

2) on pose f_(x) = Zx,
k=1

g.(x)='l”r

-

f(x)=g,(x)= f,(x) =g, (x)

L (x)=l+x++0 +4x"

./.-..(-1'}=]+2:l‘+3,xI +..+nx""

£(x) =ik.x“'

~(n+)x"(1-x)+(1-x")
(1-x)

nx"! —(n+1x" +1

(1-x)y’

d'ou le résultat

g.(x)=

g,(x)=

e+l

3)a)u, Zk(/)“

3ce]-l.l[

le résultat du 2) est vrai pour x 20 et x #1




Suites réelles

(n+ I)(§)"*2 —(n+2)(§)"‘ +1
U = 3 3

5.
(1-5)

-3 5 [S(n+l)

n+l - En
U, = 2(3). : (n+21+(5)]

nel __l_ gn
U, () [ 3+(5)]

llm( )y'=0 car = e] L[

lim(—)"’l =400 car é>1
nsem 3 3
d'ou lim U, =+

A— v

b b 2"5'&
) k=1 (V )
d'ou :

ne2 l+l

("”X_T;)

—(n+2)( )
V. =21 V2

n

(1+$)

M-Z

llm(n+IXJ.)

lim (n+2)—=)"" =0

4z ,\/— )

dlou: IlmV = 2]
LA L 4 l pa 2
( +J5)
EX 28 :

0O<a<b
U =a+b

v.,. -—a+b—-‘£ el
U

_(a+b)—ab _a*+b’+ab

T a+b  a+b

_(b- a¥a’ +b’+ab) b’—a
(b+aXb—a) s

CH 2 TOMEI

2) «U =a+b

b -a"? b -a’ _(b-a)b+a)

B'-a® " b-a  (b-a)
2 _ ae2

o+l =W

=b+a=U,

* supposons que : U

bn 3 MJ

montrons que : U_, -b'"’—"’.

u.., =(a+b)—;” —(@+b)-

nel

ab(bnﬂ -a

bm—l - an«#!

=(a+b)-
= (a+bxbn+2 _and—z)_ab(b.nl _aﬂvl)

b-nz il anol

U a'ba42 _an-oj +ba+3 _ban+2 _a-bnvz +b-al+2

w2 = b|+2 i a+2
bu#l = 014»3
= bu-«l i au+1

n+d 2

conclusion : U_,, = g Ve N’
-a

3) pour neN’
a.a
P bu+l _am—l _ b-a.(;)
: b"—a' a..
1-(Z
(b)

ge]—l,l[ dod  lim (%)" =0

= limU, =b

n—a+x

EX 29:

a, donné
{aml =g, +a,
Da,, -a,=a’20
d'ou (a, ) est croissante
2)si £='l_i'tpﬁa,
a,, =a+a,=>0=0+¢(
=>0=0=3¢=0




Suites réelles

3) lorsque a, >0

(a,) est croissante =>a_ 2 g,

supposons que (a, ) converge vers un réel £
onaura:fza;, = >0

(contradiction avec le résultat du 2) )

d'ol (a, ) est divergente

4)a, =a; +a, =ay(a, +1)
a,<-1=a,+1<0=>qy,(a, +1)>0
=a >0

(a,) est croissante

=>a,>a pournzl

supposons que (a, ) converge vers /
onaura:/za, = >0
(contradiction avec le résultat du 2) )
d'ou (a,) est divergente

5)

-1<a, <0

a) démonstration par reccurence :
* Jl<a; <0 (vrai)
* supposons que : -1<a_ <0
montrons que : -1<a_,, <0
*a,, ,=a,(a, +1)<0 car -1<a, <0
*a  =a.+a,+1=(a, +1Y -a,>0cara, <0
dou a,, >-I
par suite : -1<a ., <0
conclusion: -1<a <0 VneN

b) (a, ) est croissante et majorée par 0,
elle est donc convergente
soit /= }erl a,
-l<a, <0 = -1<f<0
a,, = f(a,) avec fix)=x" +x
f est continue sur [-1,0] d'ou r=f{¥)
=) +i=fef=0
(Rgq : ou bien directement (a_ )
converge vers () d'aprés 2) )

CH 2 TOMEI]

6) aja, =0
a,=0 ; vyneN
d'ou nl_i.r‘r}anzo

b)a, =-
a,=0 pourtoutnz1l
lima, =0

n—sex

EX 30:

U,=0,1
{UH =1.6U, (1-U,)
1) fix)=1,6.x.(1-x)
f(x)=1.6[1-2x]

X

f(x)

f(x)

3
2)*pourn=0.0na:0.1<U, =0,1<§

* supposons que : 0,1 < U <—

montrons que : 0,1<U_, <

0,1<U :>f(01) fw,) f:)

3
( car f est croissante sur [(0,1 i g]

= 0.144<U, <>

= 01<U,,, <

&
conclusion: 0,1 < U, < s 3 VneN




Suites réelles

3) U,.,-U,=U,[1.6-1.6U, -1]=U,.[0.6-1.6U,]

=U—6[6-16Un]=§U“.[%—U,]
U,_,-U,20 car0,1<U, <

d'ot (U, ) est croissante

(U, ) est croissante et majorée par 3

8
elle est donc convergente

4) a)lG(——U )(——U )—16[5-U +U]

_l6 15
A (L6, (1-U
=10 % & (1,6)XU, -U;)==-(L6W,(1-U,)

=Z-u

n+l

3
8
BV, =2-U,

8
*V. 20 carU, S%

* d'apres 4) a):V,,, = ],6(% -U,)V,

Vet _(16)2 -
=t = (6K -U,)

U,>00= U, <=
10

16 21
—_—— —

= (1, 6)(——U )_lo 20

= Ve <0,84
V

O - I 5
8 g 10
1
V -
40

0<V,<(0,84)’=1 (vrai)

CH 2 TOMEI

* supposons que : 0< V. <(0,84)"
montrons que : 0< V| <(0,84)™
+V _,20 daprés4)b)

, %50.84 = V., <(0.84),

=V, £(0,84).(0,84)"

dou 0<V,, <(0,84)™

conclusion : 0< V, <(0,84)"
d)0<V, <(0.84)

lim (0,84)"=0 car 0,84 € ]-1,1[

n—+%

dot lim V,=0

A+

—a

= lim U,,=§
8

RA—>+X

c)ona:OS%—U_S(O.M)" :VneN
(0.84)" <10°* = (calculatrice) n, 2 67
EX 31:
a>0
f(x)=%(x+3)
x
* lgoe,1 X -
D*S=20-5)=255

_ (x=a)x+a)
20




Suites réelles

.2) {Uo = E(Ja)+1
U,.,=sw,)
a) montrons par reccurence que :
* pourn=0 , U, = E(Va)+1>/a
* supposons que : U > Ja
montrons que : U, > Ja
U, >va = f(U,)> f(Ja)

(car fest strictement croissante sur [JZ ;+°o[)

:>U,,,,>*f¢;

conclusion : U >va :VneN

*12

wl

1 a
=—(U +—)-U
U. 2(" U,,) :

a
[a'” 2 0,
U,,-U,<0 carU,>a
d'oii (U,) est décroissante
U, <U,<U, (2)
(+@2) = Va<U,,<U, <U,

* (U,) décroissante et minorée par Ja

2U,

elle est donc convergente

1
b)Ur,—ﬁ=5(U,+Ul—2\/a—)

_W,~-ay
T Al

P

_1 Ul-2/al, +a
2 U

U,-a
U

)

1
-5(

(U.H—JZ)-é(U.—JE)%(U.-JE)[I-
~a

a
——)<0 daprés2
U, )< apres 2) a)

=—;(U.-\/E)(

doii U_, -\/Z<%(U, )

]= 1a-U,;} _(Ja-U)XJa+U,)

1 a
)"U'—J;"E"'E"‘U-“/‘;’

I

g
U,

J

CH 2 TOMEI
<)
* pourn=0 0<U, _Ja< (%)".(Uo ~Ja)  (vrai)
* supposons que : 0<U_ ~Ja< (%)".(U0 -a)
montrons que : 0<U,_, -va < (%)"".(Uo -Ja)

«U_ -Va>0 daprés2)a)

.u,,,_J;.:%(u,,-\/;) etUu—s/E<(%)".(U,,—JE)

= U, <) (U, ~Ja)

d'o 0<U,, ~Va < (%)"' (U, —Va)

conclusion : 0<U_ —\/c_z < (%)" (U, —s/—a_ )

@ Jim () (U~a)=0
d'oi lim(U, -Ja)=0
= lim U, =Va

na-r

EX32:

O<b<a
atb, 1., .,

1) a)(T) =Z(a +b +2ab)
(Vaby =ab

atb , 2 1.9 ;0
() ~(Vab)' = (" +b° - 2ab)

1
=—(a-b)y 20

4(a )
d'ou (?)z > (Jaby:
par suite \/QESGTH,

b) (a-b)’ —(a’ -b*)=a’ +b" -2ab-a* +b’
=2b*-2ab=2b.(b-a)<0 (car O<b<a)
d'ou (a-b)’ <a” -b°

a,=d
2) a,+b,
a..l =




Suites réelles

a) * pour n=0
b,=b<a,=a
* supposons que : b, €a,
montrons que : b, , <a,_,
b,.,<a,, dapres 1)a)
conclusion:b, <a, :VneN

_a +b 3
n 2 Ty
d'ou (a, ) est décroissante

*b,.,~b, =\Ja,b, b, = b, [ Ja, - B, |
b,.,~b, >0 car fa, >/b,

d'ou (b, ) est croissante
3)a)dapres 1)b): (a,.,-b,,)’ <a’ -b;

el
(a, +b) ~uk
4

b*a, _ —-a

=(a,,—b.,) <

al+b +2ab,
e aﬂb.
4
a,+b -2ap,
4

=(a,,-b,.,) <
:>(a|r*l _bﬂl)z !

2

=(a,., -b,, Y < (q,_;b_,')_

CH 2 TOMEI

b) * pour n=0

a,-b,=a-b< az-ob (vrai)
a-b

a-b
montrons que :a,,, - b,,, < >

* supposons que :a, —b, <

ona:a,,

dou a2, -b_, < -5,—”—

conclusion:a, -4 < az;_b vneN

4)*b,<a, ;VneN
* (b, ) est croissante et (a, ) décroissante

*0<a -b 5(%)".(::—!;)
lim (%)".(a—b)= 0 dou lim(a, -5,)=0

d'ou (a,) et (b, ) sont adjacentes

par suite, elles convergent vers la meme limite o

5) (a,) est décroissante
=a ,<a, => a,<a ;VneN
ona:b, <aq, doub <gqg

(b,) est croissante et majorée par a >

et (b, ) converge vers a
alorsb, <a ;VvneN
dememe:a 2a ;VneN
dou b, <a<a, ;¥neN

a, b, 22t . p<s —asaz—'

pour a=2 et b=I
0<a -a sl
2.

2—1. 10 2" >10"
ona:2%* 210" « (calculatrice)

dota=a, (acalculer)




1.

Dérivabilité

QCM :
1. fix)=sin(nx?)=>f(x)=2nx.cos(nx*)
2. a/ f(-2)<f(-1)

b/ y= -%x
. ﬂ[la+w[=['la+°°[
4, x=2

. (Ts) admet deux tangentes
horizontales

VRAI - FAUX :

(VRAI) f est continue sur [-1,2] et
dérivable sur ]-1,2[ alors d’aprés le
théoréme des accroissement fini il existe

au moins un réel ¢ €]-1,2[ tel que f(2) —

fl-1)=f (e} 2-(-1)) = (c)=-1

2. (FAUX)

3.

Contre exemple : f{x)=vx et g(x)=x
h(x)= (f.g)(x)= x¥x hest dérivable en 0
mais f n’est pas dérivable a droite en 0
(VRAI)

P(x)=3x*-6x+2 A’=3>0 alors
I’équation f*(x)=0 admet deux solutions
distinctes ( Rq :on pourra utiliser le th
acc fini)

. (vrai) f est dérivable sur [2,5] et

|F'(n|<2vere(2,5] alors d’aprés le th des
inégalités des Accroissement finis :

1F(5) - f(2)|<2x(5-2)=
lF&)-f()|<6

Chapitre 3 Tome |

EX1:
1. f(x)=(x-1)%.(x-3)
f(x)=2.(x-1).(x-3)+(x-1)
f‘2)=-1 etf(2)=-1
T: y=-1.(x-2)+(-1)
T: y=x+I1

j 4
2. =25 £t

f(-1)= 2etf(l) =-12
T:y=-12(x+1)+2
T:y=-12x-10
3. - x2Vx-3)=
0 Fx)=20x -3+Jx =3Jx -3
f(4)=4 et f(4)=3
T:vV=3x- 8
4. f(x) = cos’(x) +sin(x)
f ‘(x)= -3sin(x)cos?(x)+cos(x)
f(_)_4f 9 f(_)_4+3J'

T- y_(w" 9] (I_E)+4+;J'

EX 2: Soit f(x) =% > f(x)=—

f est dérivable en let f*(1)=-2
f(1)+f(1).h est une approximation de
f(1+h)  Donc

1-2h est un imation d
€ approximatio e(l+h)’

*1-2.,(2.10"%=0,0000000006 est une
approximation de
1 |
(1,0000000002)° ~ (1+2.10°"°)
* méme travail pour h=-2.10""" donne
1,0000000004 est une approximation de
1

0,9999999996

BAC.MOURAJAA




Dérivabilité

EX 3:

. fix)= 3x'°—§x8+3x -10 festune

fonction polyndme ; elle est donc

dérivable sur IR etf (x) =30x"-10x"+3

. f(x)=(1-x-3x")(x2+2x)’ fest une fonction

polyndme ; elle est donc dérivable sur [R

et

£(x)= (-1-9x2)(x+2x)*+
3(2x+2)(x*+2x)%(1-x-3x°)

(a simplifier ...)

. t'(x)=i
l-x

rationnel f est dérivable sur Dy =IR\{1} et

Comme étant fonction

en particulier sur ]1,+oo[
2x(l-x)+x°  2x-¥°

f

i (-xy  (-xy

. fix= m Comme étant fonction
X

rationnel f est dérivable sur D;=IR" et en

particulier sur [1,+o00[
] —

fa(x):_l-%_%:x-};r 2

X X X
. les fonctions x5 cos(3x) er x sin(2x)
sont dérivables sur IR d’ou fest
dérivable sur IR et
f*(x)= -3sin(3x)-2cos(2x)
. fix)= sin x La

I-cos x
fonction x> 1-cos x est dérivable et ne
s’annule pas sur 0, z[ donc fest
dérivable sur ]0, » [ comme étant le
quotient de deux fonctions dérivables
f(x)= .

I-cosx

. fix)= (1+sin(2x))* fest dérivable sur IR
comme étant la puissance d’une fonction
dérivable
f(x)= 6 cos (2x).[I+sin (2x))?

BAC.MOURAJAA

Chapitre 3 Tome 1

8. f(x)=tan’( %x)
la fonction u: x— —;{xest dérivable sur
[0,1[ et u([0,1[)= [o,g[ et comme la

fonction tangente est dérivable sur [0, 2

Alors fest dérivable sur [0,1[ comme
étant la composé de deux fonctions
dérivables et

f‘(x}=2.tg(%x ).[%.(H tanz(%x N

=x .tg(%x).[l** tanz(%x)]

’ -1
9. x)= .\'—
ﬂ ) x+1
la fonction x L_; est dérivable et
x+

strictement positive sur ]1,+oo[ donc fest

dérivable sur ]1,4+00[ comme étant la
composé de deux fonctions dérivables et

1
i (x+D/x -1
10. x> Jx -2est dérivable sur R
x> /x +2 est dérivable et ne s’annule
pas sur R_ donc fest dérivable sur [p°

comme é€tant le quotient de deux fonctions
dérivables et

(‘/—+2)‘7—(‘/_ 2)

(Vx +2)
Pt 2
S(x) iy

[ = 2‘/—




Dérivabilité

EX 4
l. f(x)— X°- 2x +4
£(x)=5x" -6x2
f’ (x)-20x -12x
£31(x) =60x2-12
f(x) = 120 x
£9(x)=120
f™(x)=0 pour n>5
. f(x)=cosx
f*(x)=-sin x’
f’(x)=-cosx
f3)(x) = sin x

f2(x)=(-1)".cos x

2 Dx)y = (1™ .sin x

( on peut faire une démonstration par
récurrence)

. f{x)= sin (2x)

2" (x)= (-1)".2™ sin (2x)
27D (x)= (-1)" 2" cos (2x)

EX 5 : fix) = ax’ +bx*cx +d
f(x) = 3a .x* +2b.x +¢

f'(x) = 6a.x +2b

f*’(x) =6a
flH=C(H=(H)=F"(1)=1=

1~
I

at+b+c+d=1
3a+2b+c=1
ba+2b=1

6a =1

o
Il

L)
1]

=
+
I
=
+
|
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H(x) =%~[g"’(x)+f“'(x)]

b/ [ 1 1 ]
=-3 5 4
(x=1)" (x+D

EX 7 (20 ;(2)=3

1. Soit h(x)= f(v2+x) hest dérivable
sur ]-2,+00[ comme étant composée de
fonctions dérivables et

1
= S J2+x)
s (
I'(JZ +x) _ Lim )

1—»1 x— - x—2
h(x) - h(2)
x —

= L:'rg car h(2)=0

1. 3
=h'Q2)=—f'(2)==
(2) 4f('-Z) 2

2. Soit les fonctions U(x)=25in(?) et

t(x)=f(U(x)) t est dérivable sur IR
comme étant composée de fonctions
dénvables et

t’(x)=U’(x).f‘(U(x>)=i;—cos(%.fw(x»

f@sin(™y)
L4 _ iD= o

—2 x_z 1—2 x-

4 n
=—.cos— .f'(2)=0
5 5 1'(2)

BAC.MOURAJAA.C c'




Dérivabilité

3. Soit la fonction g(x)= sin(f(x))
g est dérivable sur IR comme étant
composée de fonctions dérivables
et g'(x)= f'(x).cos (f(x))
Lim sinl f(x)) = Lim g(x) ~ £(2)
+ x-2 el x=2
=g'(2)= f'(2).cos(f(2))
=3.cos(0)=3

4. Soit la fonction k(x)=f(x*+x+2)
k est dérivable sur IR comme
étant composée de fonctions
dérivables et
K'(x)=(2x+1).f(x*+x+2)
s S +x+2) - Lim ¥~ ;(0)

1-e0 X 1-40 X-

=k'0) = f'2)=3

EXS8:
1. f(x)=.,/x+.fx— s 1=10,4+a0]

la fonction x> x+vx est
dérivable et strictement positive
sur I d’ou fest dérivable sur |

: |
f'(x)=(x+J;) =—I+EJ?
f(x)= W+ 2yx+x
- 142Vx
axx+x

. La fonction : x> sin x est
dérivable et strictement positive

sur 10, §1 d’ou fest dérivable sur
Cos x

2 \/sin X

. La fonction : x—~ X est dérivable
X

10.7] et F(x)=

sur [1,+oo[ et comme la fonction
sinus est dérivable sur IR Alors f

est dérivable sur [1,+00[

et f'(x)= ;—}:.cos(g)

car g(2)=0

car k(0)=0

Chapitre 3 Tome |

4. f(x)= tg(sin(x))
La fonction sinus est dérivable sur IR et
Vx e [R; sin(x) € [-1,1] : comme la fonction

tangente est dérivable sur [-1,1)
Alors fest dérivable sur IR et
f(x)=cos(x).[ 1 +1g*(sin(x))]
EX9:  fix)=1+x+x+x’+x*
. £(x)=1+2x+3x2+4x’

£ (x)= 2+6x+12x? 20 Vx e [o %]
d’ou f* est croissante sur [0,%] Alors

l v U l
OSxS-IB=f(0)Sf(I)Sf'(10)

=1< f{x)<1,234
=0< f{x)<1,234

2. Soit x E[O,-l%] , f est dérivable sur

[0.x] et 0< f'(r)<1,234 Vi e[0,x]

Alors d’aprés th.Ineg.Acc.fini
0< f(x)- f(0)$1,234.(x-0)

= 1< f(x)<£1+1,234.x
1< £(0,0000000011) <1+1,234.11.107"°
3. 1< £(0,0000000011) < 1+13,57.107"°
= 1< £(0,0000000011) < 1,000000001

EX lﬂ:flx)=Jll+_ : 1=[0]

1. la fonction : x - 1+x
est dérivable et strictement positive sur
[0,1] d’ou fest dérivable sur [0,1]

-1 -1
R TESTN vy vy ey
0Sx<I=>1c1+x<2
=>15JH_st5
=252(1+x) <42

I
— g%
:4Ji 21+ X) "2

2 sl daslis glse
BAC.MOURAJAA.COM




Dérivabilité
2. xefo]
f est dérivable sur [0,1]
FAGIE % ;Viel0,]

D’aprés le théoréme des inégalités des
accroissements finis

1
)= f )< 2fx-0]
|f(x)—l|£%x
z—lxsf(x)—l Slx
2 2
:l—%xsf(x)sH%x

d'ou l—%xsf(x) (1)
x20=>1+x21

I+x2>1

— l <1
1+x

= f(x)<1 (2)
H+2)=
1—%x$f(x)£l pour x €[0,1]

3,
a = 0,0000000002 =2.107"°

1—-;—11 < fla) <1

1-107"° < f(a) <1
0,999999999 < f(a) <1

Chapitre 3 Tome [

Ex11:
Soit f(t)= cos(t) fest dérivable sur IR
£(t)=-sin(t)=>|f'(|<1VielR
Alors d’aprés th.In.Ac .finis
Pour tous réels xetyona:
|f(x0)= fF)| 1. x =y = |cos x —cosy| < |x - ]

EX 12:

1. Soit f(t)=sin (t) fest dérivable sur IR
et f°(t)=cos (1)

Vit e[% 2]0 n a g<cos(t) fi(ns< %

Alors d’aprés th.Inég. Acc.finis :

g.(y—x) <fM-flx)s ?-(y-x)

=5 %.(y - x) < sin(y)—sin(x) < ?.(y -X)

pour x = et y=%

\5 T V3oror
5 (Z—E)< lﬂ(—) Slﬂ(—)<?(z-g)
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EX 13:

*La fonction tg est dérivable et ne

s’annule pas sur [%%{ d’ou

la fonction f:x+» 1 est dérivable
1g(x)
sur| .7
472

= Lim I

g SLAF
2 ‘zJ (x 2)Ig(—\’)
ED - o) &)

Donc fest dérivable a gauche en -’zi

Conclusion : fest dérivable sur [;%]

2,

*-25_/;'(%):—15—1

! +!g (x))
g’ (r)

* pour re{%%{ fix)=

1 =_I -
Six)y=—-(1+ g'(x))

pourxe[g- 5[ 1g(x)21=1g°(x) 21

=0< ,l <Sl=1<1+ ] €2
g7 (x) 1g°(x)

5 3 &l — ]
1g°(x)
=-2< f{x)<-1
Conclusion :

-2< f(x)<-1  pour tout x € [%%

Chapitre 3 Tome I

3. vre [£.£ [ est dérivable sur [E,.\']
4 2 4

et 2<f'(N<-1 Wt e[%,x]
Alors d’aprés th des acc finis :

2(x- 5) < f(x) -f(ﬁ) < —~(x —%)

= 1—2.\' l—-tg(x) < ——x
2 1g(x) 4

EX 14:
1. a/ xe[&%{ et h(x)=tg(x)

h est dérivable sur[0,x] et
h’(x)=1+tgx 21 d’ou

h(x)-h(0) >1.(x-0)=>tg(x)>x
b/ f(x }-S“‘(") e}o,g[

x.cos(x) —sin(x)

S(x)= =
X
cos(x)

= = (x—1g(x))<0car x<tg x et cosx

d’oul fest décroissante sur ]0 -’25[
2. a/h(t)=tg(t) , h’ (t)— (t)
pour t €[X,y] cos y<cos t <cos x car la

fonction cos est décroissante sur [0,%[

=¢0s? y<cos? t<cos? x

= l Sh'(1) <
cos” x cos’ ¥y

th.Inega. Acc.Finis :
1
-x)<h(y)-h S —
2x(y x) < h(y)— h(x) P -4

Alors d’aprés le

Cos

¥
cos’

= < tg(y)—1g(x) £r
OS




Dérivabilité

b/ d aprés la question précédente :

pou x«e{ﬂ.% ona:

_ x=0
*=0 ¢ 1g(x)-1g(0) <
cos'o COoS X

= x21g(x) £ —
cos’ x

inx
Jt<sm &K

T cosx costx

= x.cos(x) <sin(x) <
cos(x)

sin(x) N 1
x  cos(x)

= cos(x) £

3.’ pour xe]O,g-]
1

cos(x) < g(x) < p— =
1

cos(x) -1 < g(x)—g(0) < T -1
{1 —OOS(X)J < 80)—g(0) <(l-ms(x)] l
x J  x  TU x  Jooslx)

0“”.{'—_5@}0 o um("mx)). s
0 X a0’ | X cos(x)

d'oi LimEX =80 _,

) X
pa’r suite g est dérivable a droite en 0 et
84'(0)=0 donc C, admet une demi-tangente
horizontale a droite ay point d’abscisse 0
€t comme g est une fonction paire alors g
adn.let aussi une demi-tangente
horizontale *‘f gauche au point d’abscisse 0
donc g est dérivable aussi 4 gauche en 0 et
8 (0)=0
Par suite g est dérivable en 0 et g’(0)=0

Chapitre 3 Tome |

EX15:
1) * fest dérivable sur ]0,1] = fest
continue sur ]0,1] d’oti : g :x» 2% est
X

continue sur ]0,1]
* continuité a droiteen 0 ;

lim g(x) = lim w = £,(0) =0 = g(0)

1=0°
g est continue a droite en 0 .
Par suite g est continue sur [0,1]
2) a) g est continue sur [0,1] et dérivable
sur J0,1[;: g(0)=g(1)=0
D’apres le théoreme de Rolle il existe un
réel ¢ €]0,1[ tq : g'(c)=0

2'(x) :M

gle)=0c.fe)- flc)=0
b) la tangente & () au point d’abscisse
C a pour équation :
T :y=f'(c).(x-c)+f(c)
T :y=Ff(¢).x+f(c)-f'(c).c
T :y=f(c).x
0(0,0)eT
EX 16:

(P):v=x"+ax+b
soit flx)=x"+ax+b
(¢, HP)

f(x)=2x+a

la tangente (T) a (P) au point d'abscisse “ZA a

e X, +X
pour coefTicient directeur ' % =X, +X, +a

la droite (AB) a pour coetliscient directeur :

fixg)-flx,)

= X, +X,+a
Xg _ ¥,

(T) et (AB) ont le meme coefficient directeur
par suite (T) || (AB)

BAC.MOURAJAA
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EX 17: * pour k=1 :
1) (£,)n(Ox)={4,B} fs’annule (n+1) fois d’aprés I’exercice n°

f* : s’annule n fois
f": s"annule pour (n+1-1) valeurs
distincts de [a,b] (vrai)

* supposons que f* s’annule (n+1-k) fois
* montrons que : f*" s"annule (n-k) fois
D’aprés I'ex 17 : f**"=(f*)’ s°annule

((n+1-k)-1) fois

=f*! s*annule (n-k) fois

B : Conclusion : f*' s’annule au moins pour
point dabscisse ¢ (n+1-k) valeurs distincts de [a,b]

2) (€)N(Ox)={4,4,,...4,) Vk €{1.2,...n}

designons parx,,x,.,....,x, les abscisses * pour k=n , f s’annule au moins une
respectifs de 4, 4, ,...., 4, fois sur [a,b]
avee X, £ X; <l X,

Désignons x, et x; les abscisses respectifs de
A et B avec x|<, .

f(x)=0 ; f(x2)=0

f est continue sur[x; x,] dérivable

sur ) x;,x2[ et fix;)=f(x,)=0
d’apres le théoréeme de Rolle il existe au
moins un réel c€ ] x,,x;[ tel que : £(c)=0
(¢,) admet une tangente horizontale au

EX 20 :

J est dérivable sur [x .x ] ; i
. . la foncti - ti IR
f(x)=f(x.,)=0 1. la fonction x—~ . est continue sur

d'ou il existe au moins un réel ¢, € |x;,x,,,[ la fonction sinus est continue sur IR
19 f'(c,)=0 d’ou la fonction x — sin(l) est continue
X

par suite I'équation f'(x)=0 admet au moins sur IR
(n-1) solutions par suite f est continue sur IR comme

(£') admet au moins (n-1) tangentes horizentales ¢tant produit des fonctions continues.
*Etude de continuité de fen 0

. i )

EX_18 pour x #0ona —1<sin(—=) <1

f dérivable sur [-2,-1] X

d’apres le théoréme de Rolle il existe au ol

moins un réel ¢,€]-2,-1[ tq : f(¢;)=0

de méme : il existe au moins un réel d'ou Lim f(x)=0
1=

xze]-l:l[ tq £(c2)=0 D’ou fest continue en 0
et un réel c;€]1,2[ tq f°(c3)=0 Conclusion : f est continue sur IR
par suite I'équation f’(x)=0 admet au moins 2. a/
trois solutions ]
EX19: pour x#0 [sin(—)[<1
S X
S'(‘)lt k un entier avec 1 <k <n
). SR iéme ; ]
f*: la dérivée k"™ de f. = [xsin(=)| <|x] =>'f(x)
montrons par récurrence sur k que : X x
f* s’annule pour (n+1-k) valeurs distincts de
[a,b]

Or Limx* = Lim(-x*)=0
x—0 x—0

w  LyslSl_deolie gige
BAC.MOURAJAA Vi
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'b/ pour x=0

M{s[.ﬂ
X

Ilm|x| 0 dou llm

10 g

X

D’ou f est dérivable en 0 ett £/(0)=0

3) a) la fonction : x H% est dérivable surR*

La fonction : x—sin x est dérivable sur IR

D’ou x> sin(l) est dérivable sur IR*
X

Par suite f est dérivable sur IR*
Or fest dérivableen 0,
d’ou fest dérivable sur IR

fix)= 2x.sin(l) + xz.[_—zlcos(l)]
x x x

f(x)= 2x.sin(l) - cos(l)
X x
b) n=0

I/ '(L) = l.sin(mr) —cos(nr) = —cos(nm) = ~(-1)"
nx’  nx

1
-1
nx
¢) f4(0)=0
Supposons que f * est continue en 0
Soit la suite ¥, = '(L)
nr

Y L=
> n

Dol lim ¥, = £'(0)=0

Or V=1 daprés b) (absurde)

f* n’est pas continue en 0
EX 21:

I)

, f* continue en 0

Chapitre 3 Tome |

Lim TV =S(2)
2) -2 x+2
Lim X/ _ 4

—H-2) xX+2

= +0

L L2 _ 1 S-S
-

1-9} x.—l -l

= /M)=0
Liﬂf(x)—(x—‘t):O

EX 22 : f(x)=4x’ +6x-2
f est dérivable sur IR et f(x)=12x*+6>0

x +00

f'(x) +

fix) / +00

-00

3
f(x) = Lim i‘f'——zL."m4_r1=-0~ac>

,_m—H-I X o=y A

La courbe de fadmet deux branches infinies
paraboliques de direction celle de (O, j)
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EX23:

flx)= M

X

D=IR* , f est dérivable sur IR*

g 1 X -l
fi)=x-—=="—
X X

X -0

f(x)

+o00

N

-00

X x

X ) .
— = lim—=lim = = +x
X=si7 2x‘ I 2

. X
=lim==-»

ez )

(¢,) admet deux branches paraboliques de

direction celle de (0. /)
x=0 est une asymptote 3 (£, )

A
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EX 24 :
fo=x 2
x—1
D=IR/{1}
fest dérivable sur IR/{1} (fonction
rationnelle)

wor X =2x-1)

f (x) = (x_ 1)3

)

X -0 -1 1-42 1
fx)| + ¢-q+

LN

-0 7-5/2

i 2 XL

T5F X IHrT x—]

’ ) (x+1)° .
lim(f(x)—x)= lim x| ————1|= lim x.
P T (x_l)"
= lim o = lim 4—""

o 2xt ] e 5
A :y=x+4 est une asymptote & (¢, )au

=4

voisinage de +o et au voisinage de -
r
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EX 25:

_;‘(_r):‘]xz +2x+3

v +2x+3=0

A'=-2<0=>x +2x+3>0 VxelR

D =R

fest dérivable sur tout IR car x° +2x+3>0
2Ax+1) x+1

G _
A W #2x+3 Vi +2x+3
X

(%)
f(x)

-00 + 0o

+00\ Ji

lim X +2x+3 _
X

x4
VX' +2x+3-x= lim

+
/+oo

“ﬂl& = 1
= X

2x+3
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EX 26:
fx)=5x+3dc -1
D, = ]—oc,—l]u[],-t—oc[
« fest dérivable sur |-oc,-1[ W |1, +o2]
m ﬂx)—ﬂl)= lim 5(x-l)+3\}x' -1

x-1

=l

=l

x_
3(x+]) = o

,/x’ -1
f non dérivable a droite en 1, de méme f non
dérivable a gauche en (-1)

* pour X €]-00,-1[U]1,+0o[
£16) =5+ 33—

=lim5+

-+l

X je5s 3x

2vx® -1 Vvx' -1
® pour x € ]1,+oo[; f*(x)>0
__epour x €]-00,-1[

lim f(x)-x= ,'_i,'f},,

1+ X

243

= lim ','t
e I+J1 +2/4+ 3,
x “x

A, y=x+1 est une asymptote a (<) au

voisinage (+o0)
Lim ZACI = |

(S ¢

(¢ ) admet la droite D, :y=-x-1 comme

Lim(f(x) +x)=-1

asymptote au voisinage de (-090)

s .r+Jx‘ +2x4

-5¢& ?x
=

Ix

-5
=& x=—
16

3
(=0 =25

2
¥4

<X

X

f(x)
f(x)

il

1
i

1]

Lim f(x) = Li{n(3\/.\'z —1+5x)
. 9x* —1)-25x"
= 3 -1-5x
16x° +9

Sx-3vx -1

16x+ 2
= Lim X

X°

= Lim

——x

= —t
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Lim f(x) = Lim5x +3Jx* =1 = 40

1_
LimZ P _ pims+3 [ g

T—=+x X X—P+X xz
Lim(f(x)-8x) = Lim3(x* - -X)
= Lim = =0
It -1+

A : y=8x est une asymptote 4 Cyau
voisinage de +00

1
2 3'1'. ]__2“

-1 X

Lim? D _ Lims+3YX 2L fimsas

X——x x x X—=-x x

, 1
=Lim5-3/1-— =2
o .

Lim f(x)-2x= Lim3.[\/x2 -1 +x]

=Lim———=0

X ——x x2_l_x

A, : y=2x est une asymptote a Crau
voisinage de -0

Chapitre 3 Tome |
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EX27:

———————

fix)= xtv4-x* Dr=[-2,2]

e 1a fonction : x—4-x2 est dérivable et
Strictement positive sur ]-2,2[ d’ou f
est dérivable sur ]-2,2{.

o lim _p"(x).—_f(Z)= lim x—2+y4-x°

x-=-2 12 x-2
il X

-2

Donc fn’est pas dérivable a gauche en 2
La courbe de f admet au point d’abscisse
2 une demi-tangente verticale dirigée
vers le haut.

» de méme on montre que f n’est pas
Dérivable a droite en -2

s pour x€]-2,2[ f(x)=1-

x
4-—x°

«pour x€]-2,0[ (x>0
« pour x£]0,2[

f'(x)>0a1>Jx_2ax<J4—r‘
4-x

oSrcd-Yox?
ox<2

Chapitre 3 Tome |
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fx)==x sl
x+1

oDy =]-00,-1[U[1,+00[
o fest dérivable sur ]-c0,-1[U]1,+00[
J-/O_ . x

—-fxl +1

= Lim—=
=" m
Donc fn’est pas dérivable a droite en |
® pour XE ]-00,-1{U]],+o0[

= (-,:17

x+l

U Y o VU S O T
) EET ) e N
x+! x+1
le signe de f°(x) est celui de (x*+x-1)

A=5 =";‘Be =”";‘Eeo

X

EX 28:

x-1

] le
X-

=+

x—l+ X
V.\'+l

(x+1)

x+l

f'(x) +

+00

o

BAC.MOURAJAA.C .;
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-erj(” Lim 1/ l-l
e x ez x+l

Lunj'(.r) x= le.\'[ x—_-l-—l]

s x+1

x-1
-1

i :.I_'.."..I_.'.]

A 1 y=x-1 est une asymptote a Crau
voisinage de (+o0)
S(x) - Lim x-1

x+1

Liz!:(f(x) -x)=-I

o Lim——

A== x

A, : y=x-1 est une asymptote a C;au
voisinage de (-00)
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EX 29 : f(x)= sin*(x)+cos(x)
1) &/ f(x+2 7 y=sin*( x+2 1 yHcos(xt2 )
= sin®(x)+cos(x)=f(x)

Donc 27 est une période de f.

b/ *pour XER on a (-x)ER

* f{-x)=sin®(-x)+cos(-x)=[sin(-x)]*+cos(x)

= sin*(x)+cos(x)=f(x)

donc f est une fonction paire

donc la droite des ordonnées est un axe de
symétrie de Cy
2) a/ Domaine d’étude Dg =[0,7]

£(x) =2cos(x).sin(x)-sin(x)

=2sin(x). [cos(x) —%—

X

f(x)

fix)

-1

b/ f est continue et strictement croissante

sur [ 3] donc f réalise une bijection de

b o -
[0.;] sur ﬂ[o,;])—[%] et comme
Oe[l,ﬂ alors 1’équation f(x)=0 n’a pas de

solution dans [0,%]

/ f est continue et strictement décroissante

sur |:3 ,7:] donc fréalise une bijection de

| [g.n]sur f([%’”]):[_l’%] et comme

Oe[—l,ﬂ alors I’équation f{x)=0 admet une

seule solution adans [%zr]

Conclusion : I"équation f(x)=0 admet o
comme unique solution dans [0.x]

Chapitre 3 Tome |

f(2,2).f(2,3)<0=>2,2<a<2,3

A R

EX 30:
x!
I = =IR\
| ﬂx)—(x_”2 D¢=IR\{1}
f est dérivable sur IR\{1}

or 3
()—( Ty

celui de (x-1).(x-3)

le signe de f'(x) est

0

%
f(x)

f(x)

s Ltmf(x) Lzm—f = L:mx +©
P R it x X+
x!
L Limf(x):Lim—2= Limx=—-o
T——x 2 =p—a x -7
. Linlm f(x)=+0

2

X

® L'm& =Lim _T =]
2 x T2t Y

o Lim f(x)—x=Lim :Zx =
1o ozt _2x 4]

A : y=x+2 est une asymptote a Crau

voisinage de (-0) et au voisinage de (+00)

BAC.MOURAJAA




Dérivabilité

/

7

sin’(x)

: = f(sin(x))
(sin(x)-1)

1) a/sin(x)-1=0<>sin(x)=1

c>x=%+2krr;kez

II. hx)=

Dh=IR\{%+2k1r keZ}

b/ h(x+2m)=f(sin(x+2m))=f(sin(x))=h(x)
donc 2r est une période de h.

c/ & xED, =>x¢§+2kfr keZ
=>-x¢——’-r——2ku' kel
2
:n—x#g—f!k:r keZ
:>2.%—xeDh

® h(n-x)= f(sin(m-x))=f(sin(x))=h(x)

Conclusion: A: x=m/2 est un axe de
symétrie pour C,

Chapitre 3 Tome |

2) a/ h(x)= f{sin(x))
Lim sin(x) =1

~{3) = Lim h(x)=+wo
Linmflay=saf *A3]

b/ h’(x)= cos(x).f’(sin(x))

pour xe¢ =L
z 2

cos(x) =0 E
=
et sin(x) € [-1,I[ = f'(sin(x)) 2 o>

T
h'(x)20;v -——=| =
(x) xe[ 2 2[

] T
h est croissante sur [-*2—,3[

c/
h'(x)=0¢>cos(x)=0 ou f'(sin(x))=0

@x:%-f-lm ou sin(x)=0

¢>x=%+k:r ou x=kr kel

Sy ={%t+2kzz;k EZ}U{kJI‘;k el

d/ h’ s’annule et ne change pas de signe
en 0 donc le point de coordonnées
(0,h(0)) est un point d’inflexion pour C,,_l
Conclusion : I’origine du repére est un
point d’inflexion pour C,

3) Soit C, la courbe de la restriction de h|
sur [—E,E[ et A :x=n/2
2 2

C, =84(C)) :la courbe de la restriction dﬁ
hsur [© 3—”]
2'2

C,=Ut .(cUC)

keZ 2kmi
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X

f(x)

f(x)

EX31:
_x(x+1)
) f(x)= P
D, =R/{2}
f est dérivable sur R/{2}

x'—4x-2
(x-2)°
xI—4x-2=0 x'=2-\/6

S'(x)=

X

)

f(x)

Chapitre 3 Tome I

*f(x)=x+3+i
x=2

6
lim["f(x)=(x+3)]=lim—— =0
lim["/(x) - (x+3)] = lim—
A:y=x+3 est une asymptote a ({,)

f(2-/6)=5-26
f2+6)=5+26

2) dans R/{2}
+(l-mx+2m=0= x> +x=m(x-2)

an@f(x):m
x=2

1¥cas :me ]-oo,S—Zs/E[ u]S +246, +oo[
I'équation admet deux solutions

2™ cas: m=5-2/6 ou m=5+26
I'équation admet une unique solution

™ cas:me ]5-2\/5,5 + 2\/6[

I'équation n'a pas de solution
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3 (E)e> flcosx)=m  cosx e[-1,1] EX 33:

[-11])=] -2:5-26 ] P ..
o= ] 2cosx -1

h(x)=f{cosx) est périodique de période 27

I“cas:meg [-2:5—2\/6] I'équation n'a pas

de solution a{x=%+2krc keZ ou x=-§+2kzt i

2™ cas :me [-Z;S-ZJE] I'équation admet - -
T . D, =R/ —+2k;r}u{-—+2krr};kez
une infinité de solutions 3 3

EX32: fest dérivable sur D,

j’(.r):sin.r+lsin(2x) o _ —Sinx(2cos x—1)+ 2sinxcos x
2 ./ ('x)_ 3
(2cosx 1)

2cosx—| ﬂ)c&cos.rz%

fest dérivable sur R i
f(-x)=-f(x) : fest impaire " @cosx-1¢
f(x+27)=f(x) : 27 est une période de f « 27 est une période de f
il suffir d‘étudier £ sur [0,7] « fl-x)=f(x) : fest paire

S(x)=cosx+cos2x=cosx+2cos’ x| D, =[0,;r]/{%}

=2cos’ x+cosx—|= 2(cosx+1 )(cosx-%)

X 0 £ X
3

Px)[2 + 0 f(x)
f(x) 33 f(x)

/"‘3

cosx
.:_p(’—;-; 2cosx—1

F

X

ﬁ

(Cf) - U tz;m," (g{))

(/)= b (S0)

ke
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3) * pour x e]0.+w[

EX34: fx)=xvx

ey i x<0

J(x) |.r +r| §1 X f'(,r)=\/;+x.(L)=%J;>0

_f(x]=x\/; six=0 o

* pour x € |-1.0]

d'ois  est continue sur ]-oc.0] f(x)=—(x*+x)
: S‘{ (x)=—~(2x+1)
4

. fest continue sur |0,+e0[ (produit de 2 fonctions contipue
pour X € J-eo,-1[

fx)=x*+x
f(x)=2x+1<0 Vxelowo-[

1) Ia fonction : X > X~ + X est continue sur ]-::o,()[

« continuité en 0 ; fl0)=0
lim f(x) = lim|x* + x| =0= £(0)
- (]

lim £(x) = lim x/x =0= £(0)
-0’ al

f est continue en 0 d'ou f est continue sur R

<o -l -1/2 +00
-+ 0-

i + -ID - o / /
|imw=|imﬂ \) \

-0 X 0 =0 %

= lim-(x+1)=—l = /,(0)

1 L
f(\’) J(0) llm\/_ ~0=£(0) '_l.mff(x) llme_ +50

"'0 x-0 lim f(x)= lim (x* +x)= lim x* =+
f n'est pas dérivable en 0 -z ; —— e
(x)

f(f) G lim ~(x* +x) lim == = lim v/x =+

Kb+ X I—=c

x—»{ I1 x+1 =17 X - 3
lim —x=1=f(-1) i L = i B X i (o T =

-1y’ LR L o bt X -7

Jx)- =0 _ lim x* +x) (£, ) admet 2 branches paraboliques de direction

x+1 Tl x celle de (O,))

- lm (9 =-1= 4D

f n'est pas dérivable en (-1)
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EX35:
1) g(x)=2x" +3x% +1

a) g'(x)=6x" +6x = 6x(x +1)

X =00 -1 0 +00

g’(x)

+ 0 - 0 +
2
g(x)m/'\l/'“”

b) dans l'intervalle [-1,+oo[ , g admet 1
comme minimum absolu
=g(x)21 ; Vxe[-1,+oof
d'ou I'équation g(x)=0 n'a pas de solutions
dans l'intervalle [-1,+o0]
* dans l'intervalle J-c0,-1]
g est continue sur [-2,-1]
g(-2)xg(-1)=(-3)(2)<0
d'ou il existe un réel a € ]-2,-1[ tq: g(a)=0

comme g est strictement croissante sur
]-oo,-l] alors a est I'unique solution de
I'équation : g(x)=0 dans ]-c0,-1]
conclusion : I'équation g(x)=0 admet a
comme unique solution dans R
ae]2-
g(-1,7)=-0,156
g(-1,6)=0,488

> = g(-1,7).g(-1,6)<0

=-17<a<-1,6
Une valeur approchée a 10™' prés
deaest-1,7

c)

Chapitre 3 Tome I

3

2) f(x)= 2%

1-x

a)D, =R/{1}
f est dérivable sur R/{1}

__8(x)
f'(x)' (l_xg)z

'(x)

g(x)

b) T:y=f'(0).(x-0)+f(0)
T:y=x
c) fix)}x=

x’(l+x)
I—x'

-0 -

X
f(x)-x +

Position
relative C/T

X -0

g(x)
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EX 36: b)

1) g(x)=2x"+x-2

a) g est dérivable sur R X 5

g'(_t)=6x2+-l >0 f(x) - ? T
X -0

f(X) +oo\ /v +co
Ra)
18'(x) *

—+0 4 2
fx)_ ,x +(x-2)

=0 ‘
b MM lim 2= = lim x* = 40
) 1wz Xp I P

g est continue sur [0,1] f( ;
gl0)xg(h=-2<0 doi lim——

= x
doot il existe un réel @ € J0.1[ tq: g(ax=0 branche parabolique de direction celle
comme g est strictement croissante sur R de(0])

alors o est unique

c) 2(0,8).2(0,9)<0
2(0,83).2(0,84)<0 donc 0,83 est une
valeur approchée a 107 prés

d)

= 00

X -0 a

g(x) 0 +

x>a= g(x)>g(a) cargest strictement croissante

= g(x)>0

2) f(x)=,/x‘ +(x-2)

Dj. =R

a) la fonction x - x* +(x - 2)° estdérivable et

stricterment positive sur R
d'ou f est dérivable sur R

4 +2(x-2) N g2(x)
2/t +(x-2F  Jx'+G-2)

S(x)=
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EX 37:

| |
U" =I+?+3T+...+F

=U, = l 720
(n+1)

d'ou (U,) est croissante

I) Uno

2) ﬂx)=i2 5 X €]0,+oof
X

k2l | =2
>

k5x$k+l:>k"$x’5(k+l)’

| 1 1 -2
PRI W, BN e
:(k+l)’ o k’=>lt‘ b= (k+1)°
f est dérivable sur [kk+1] et < flx)< (k

d'aprés le théoréme des inégalltes des accroissements firfis:

-2
k+1 k)<
<f( )= S (k) k1)

S flk+1)- f(k s—

:(k N < flk+1)- f(k) E
b)pour 1<k<n
*f(k)-ﬂk+|)sl

£ Z[f(k)—f(kﬂ)] < 22

=>f(l)—./'(n)<2[ -

STRR P QU NEY P W |
n n 2n° n
| 1
Bl Brmee
2 2n° (M

7SSk - fk+1)

2

n-t k N .k
H),sgﬂ )= Stk +1)

Chapitre 3 Tome 1

11 3 1
(|)+(2)=>5~2n25U.. 2

oy, < :VneN

d) (U, ) est croissante et majorée par %

elle est donc convergente
soit £=lim U_

n—+x

1 1y

f(x)=1gx ; xe[O,g[

1) a) fest dérivable sur [0,%{

f(x)=1+1g’x >0

$=-—5 Vn eN’
2n

X

f(x)

sinx
hm Igx = hm — = 4w
x—»« Y w7y COSX

£,(0) =1: le coefficient directeur de
la tangente a (&, )au point d'abcisse 0
A
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4 conclusion : I'équation : h(x)=0 <> 1g(x)=2x
b) soit @(Xx)=1gx-x X€ 0.2

p'(x)=1g°x20
T 27
@ est croissante sur I:O%[ * h( : ,EI:) = lei_T,_Hx{

202 p(x)20=>1gx—x20=1gx2x 05]\/5-2?”,%[:(1&]%,2[
2) a) on pose h(x)=1gx-2x XE[O,%{

] T
admet 0 et a comme seules solutions dans [03[

sa>X
3

5 =t 2 —l
=T b) hx)=tgx-2x

X

SN .. h(x)

0
\
1-mt/2 u ==
340 3

Um—l = ‘O(Un )

a)*pourn=0 0<U,=_—-<

* h est continue et strictement décroissante
[ x r n
0,—| d'ou h(|0,=|)= [I-=,0
s"’_4[ ([ 4[)] 2 ]

- * supposons que : 0<U_ g%
Oe l—%,ﬂ] d'ou il existe un unique réel

z
montrons que : 0< U _ £ 3

fe Fo.«;i[ tel que : h(8)=0

orh(0)=0 = S=0
x m[ :osuﬂ,,sﬁ-gz osUMs%

OsUnﬁgztp(O)qu(Un)Stp(%)

"B )=[l—,

Ge|:l—£,+oo|:
2

2

conclusion :0<U <— :VneN

b) d'aprés 2) b)

d'oil il existe un réel a € [%%[ 1q: h(a)=0 U, 6[0,%:] =>hU,)<0=>1tgU -2U <0

=tgU -U <U =>U_ U,

d'ou (U, ) est décroissante

alors @ est unique ¢) (U, ) décroissante et minorée par 0

elle est donc convergente : soit ¢ sa limite

. . T n
comme h est strictement croissante sur [Z’E[

f=p(f) < 1gf=2/ < =0 wrs%
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EX 39:
neN’ (E)): X +x’=n

1) onpose:f,(x)=x"+x"—n
Lfi(x)=2x+3x?

X -2/3
fa'(x)

fa(x)

* dans l'intervalle ]<c.0] £, admet le réel

(% —n) comme maximum absolu

:-_f',(x)s%~n<0 Vx € ],0]

d'od 1'équation f, (x) = 0 n'a pas de solutions

dans J-x.0]

* /. est continue et strictement croissante sur [0,+aof
= LA[0+))=[-n+c]

comme Qe [-n,+oo[
alors I'équation : £, (x) = 0 admet une unique
solution a, dans [0,+o]
conclusion : I'équation (E, ) admet a, comme
unique solution
2) a) Remarquons que:a, 20 ;VneN’
a, est solution de (E )
a,., est solution de (E ,,)
d'ou a} ,+a) =n+I

al+a}=n
= (a), -2} )Hal, -al)=1
=(a,.,- n)[a,ﬁ,ﬂl +a’,, +a.a,,, +a,,,] =1
ora, et a_, sontpositifsd'ona,,,-a, 20
=a,, 2a, dol(a,) est croissante

Chapitre 3 Tome 1

b) supposons que (a, ) est majorée
comme (a ) est croissante
alors (a, ) converge vers un réel ¢
= lim aj+al=£+¢

orai+a’=n
= lim n=0*+¢’ (absurde)

d'oli (a, ) n'est pas majorée
¢) (a,) est croissante et non majorée
d'ou lima, = +x

A=rx

EX 40 :
I/ f(x)=sinx
1) a)f'(x)=cosx
D, = [0,1!]

f: impaire de période 27

X 1o

f(x)[2

fix)

2 ™

b) A(afa)) B(b.fib))

supposons que : a<b

le coeficient directeur de (AB) est f(:)‘ﬂa)
-a

f est continue sur [a,b] , dérivable sur ]a,b[

d'apreés le théoréme des accroissements finis :

il existe un réel ¢ € Jab[ 1q: f(c)= f(b) f(a)

or f'(cy=cosc = -1<f'(c) <1

f(b)-f(a) <1

b—a

=-1<
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/1! g(x)=sin(sinx}
1) a)vxeD, = R
ona:(x+27)eD,
g(x+2r) = sin(sin(x + 2x)) =sin(sin x) = g(x)
d'oil 27 est une période de g
b) vxeD, =R on a:(-x)eD,
g(-x) =sin(-sin x) =—sin(sinx) = —g(x)
d'oti g est impaire
¢) g'(x)=cosx.cos(sinx)
sinx €[0,1]= cos(sinx) > 0

le signe de g'(x) est celui de : cosx

x€[0,7]

Chapitre 3 Tome 1

EX 41:

1)

D, =R

I f(x)= xq/Ix’ —xI

X [« 0 1
x2-x + 0 - 0

*lim f(x)= lim xF —x =+
im L) _ lnmJ—-

J—H—z x

"‘xllm f(x)= lilpmx.\/:vr’2 —-x=-o
lim ===~ f@x) Il_iglr-\fx’—x=+oo

Xbe ¥

(¢, ) admet deux branches paraboliques

de direction celle de (0,])
fx)- 1)
x-0

- T >
22 g =ty =] =0
d'ou f est dérivable en 0 et f'(0)=0
by L= S _ g, Bt 1)

x=* x—1 -l x—-1

i LIS _ - xafx - )

-l X - l x—l xX— l
= lim -xJx -
ol - x
f non dérivable en 1
(£, ) admet une demi tangente verticale au
point d'abscisse |
3) a) * pour x € J-o0,0[ W ]I, 40
f(x)=xix’ -x
4
i) & g Qx-Dx _x(4x-3)
24X -x  2Vx' -x
D f(x) = xvx-x

* pour x € 0,1[

f'(X)=m+ (1-2x)x e x(3-4x)
2.\,[411'—,\'2 2\/):—1:2
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0 3/4 +00

+ 0+ 0 -

N

Chapitre 3 Tome I

b) la fonction : x \/x(l_-x) est dérivable
sur 0.1
g, est dérivable sur ]0.1[ comme étant
produit de deux fonctions dérivables

g, (x)=nx"" Jx(1-x) +xn(|—(_12;tx))

2 2x(1- x4 x"(1-2x) _ x"[2n(1 - x)

4)* g admet 0 comme minimum absolu

* g admet 3—1\? comme maximum absolu

1 g,(x)=x"x(1-x)

1) n22

DExgl=x™ gl <x

ax"\/x(l—x) Sxe(l -x) =g, (x)< g (x)
d'ot (£, ) est au dessous de ()

2) a) lim Mﬂil}g xJx(l-x) =0
vl X -

d'ou g, est dérivable a droite en 0 et g (0)=0
-l x-1 ol o(]-X)
. x"x
=lim =-00
b JI-x
g n'est pas dérivable a gauche en |

2Jx(l -X)

2n+1
2(nt1)
2n+] Ak |
" 2(n+l)  2(n+1)
2n+1

d) Lima, = Lim =1
never n=sr 2 +2

g, admet g_( ) comme maximum loca

3) a)

gn(an){'-

LT [ 1-—]
2n+1) | Y2(n+1) 2(n+1)
1 T 2n+1

gn(an)=[l— J =
2(n+1)| 2(n+1)
_| 2n+1 N2n+1
L2+ 1) | 2n+1)
*U,20 :VneN’

33

*U,=g,(a,) < g(a,)=>U, s— d'aprés

doi 0<U, s%
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b) U, 20 daprés a)
* daprés 11/ 1)
U, =g.(a,)s8la)
dou 0<U, <gla,)
¢) g(a,)=a,Jal-a,)
2n+l \EN_'FT
8@ =201 2n+1)

2n+1 -1
= 2n+1)

2+l lim 2n+1 |

- — = . =
,,.‘.T; 20n+1) e 2(n+1) J2n +1
d'Oil “m,gr(an)zo

0<U, sg(a,) :lim g(a,)=0 d'ou lim U =0

N—bad

EX42:

1) (E):x*-10x°-1=0

on pose h(x)=x’ - 10x* -1

h(10)=-1 . h(11)=120

h est continue sur [10.11]

h(10)xh(11)<0

d'ou il existe un réel a € ]10,11] tq h(a)=0
h est dérivable sur R

h'(x)=3x>-20x

X

h’(x)

h(x)

Chapitre 3 Tome |

. ’ 20
h est strictement croissante sur —3—+oo

d'ot a est la seule solution de 'équation : h(x)=0
dans [2,*:0[

3
* dans Tintervalle ]m, 2_3”[

h admet (-1) comme maximum absolu

= h(x)<-1 ;¥x e]-uo?[

d'ou I'équation h(x)=0 n'a pas de solutions dans ]m%li
conclusion : a est la seule solution de (E)
2) O n'est pas une solution de (E)

dansR": (E)e x’=10x"+] ¢ x=lO+L,
<

3) ﬁx)=10+l, 1x €[10,+oo
2

a)f '(x)=-—2‘<0 Vx €[10,400
o
f est continue et strictement décroissante sur [lO.+oo[
R[10:+e])= Jiim £. £(10)|= 10 10,01

{U,,:lo
Ui =S0,)
Remarquonsque: U, 210 ;VnelN

. 2
If ""'T

L , I
pour x 210 = x* 21000 :’?517066 :If(x)is%
fest dérivable sur [10,+oof . |f'(x)| < ﬁ

aetU, € [10,+oo[
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d'aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis:
1
u,)- S—\U, -
V)~ f@)s v, -l
orflu,)=U,., et fla)=a (d'aprés 2))
doi U, -a]Sﬁ[Un -a| VneN

1
U, -a|s %—,Uo -4q|

Uz el U, ~al

1
,Un -al S%,Un-l -a,
multiplions membre 4 membre et simplifions on aura :

V. =l (550" 10, -l

|
—al<(—)"x|a -1
U, a[S(SOO) x|a 0|
aelioi
d'oi |a-10|<1
] |
par suite : |U, -a,S(%)
. I s
:Un-(%) SaSU,+(%)
U, =10,00998007
1
_n=8 -9
(500) x10

10,009980062 < a < 10,009980078
d'ou a=10,009980...




FONCTIONS RECI PROQUES

' l~.££:|
e

; (E)=— T

) == = \/‘

2 o T 3
f(3)

3) f réalise une bijection de [1.4] sur [1.4]

4) fest dérivable sur ]0.+o0[

; 4x
Contre exemple : f(x)=3- =y

* 1)=2
* lim f(x)=3

T

* fest dérivable sur [I,+oo]

4x* -3)

a3 (x> +1)

X

f'(x)

| fx)

» 2
f([l,‘i’w[) = [3—"J-5,3[
2) (vrai)
* flx)=ax+b ; a=0 o0
f'(x)=a
e si a>0 ; f continue et strictement croissante
f est une bijection de R sur R

® si a<( ; f est continue et strictement décroissante

f: bijection de R sur R

3) (faux)
16 >2 car 16>2°
e =2
6 < Y16

4) (vrai)  pour n>2
fy=dr o5 f'x)=x"
(f ")0)=0

CH4 TOME I
5) (faux)
contre exemple :

f(x)=x+/1+x? =R

X

f'(x)=1+
Ji+x?

f est dérivable sur R

f est strictement croissante sur R

lim f = +o¢
: ; 1
Jﬂf(ﬂ'—'}ﬂm:O
S(1)=]0,+x]

S estune bijection de R sur f{lR)=]0,+oo[

y=f_'(-¥)¢>f()’)=x¢y+m=x
SJl+y =x-yol+y =x'+y -2y

x -1
=1 "

-1

S0 =

S ne garde pas un signe constant sur ]0,+oc|




FONCTIONS RECI PROQUES
EX1:

) fix)=1-4x  I=]o0,1] £ '(x)=-4<0
f est continue et strictement décroissante sur |
elle réalise donc une bijection de I sur J=fI)

g =[a0). lim £ =[-3.45]
soit y=f"'(x)
1-x

c>f(y)=x©l—4y=x¢:>y=—4—

xel,yel

d'oi £(x) =%(l—x)

2) fixy=x’—dx+1 [ =[2,40]
S '(x)=2x-4=2(x-2)20V x el
f est continue et strictement croissante sur ]=[2,+oo[

elle réalise donc une bijection de I sur J=f{(I)
= ) tim ] = (-3 4]

soity=f"(x) xel ,yel

o fly=x © yr-dy+l=x o y’-dy+H(1-x)=0
A'=4-(1-x)=3+x 20

b =2-\/3Tx et vy, =2+\/3Tx

orye[2.+o[ - y22

dot ' (x)=2++/3+x

3) flx)=£ I =]-1.4o0]
x+1

3
S '(xF =>0
(x+1)°
f est continue et strictement croissante sur I=]-1,+oo[

d'ou fest une bijection de I sur J=f1)
J=]lim /lim f[=]-oo,2[

- -
xel. yel

< flyyx < 2—y'—l=x & 2y-1=xy+x & y=!3
y+l 2-x

soit y=Ff"'(x)

133

f-l —
(x)= T
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CH4 TOME I
4) ﬂx)=\/§ +X l=[3,+oo[
f est dérivable sur J3.+oof et f'(x)= 3 \/lxj +1>0

f est continue et strictement croissante sur I=[3,

elle réalise donc une bijection de I sur J=R()
3=[ 13).tim f[ ~[3.4]

soity=f"'(x) xel.yel

& fly)=x & Jy-3+y=x

& |Jy-3=x-y & y-3=x -2xy+y’

& ¥ -(2x+ 1y Hx +3)=0
A=(2x+1)*-4(x*+3)

A=4x-1120

 2x+1-v4x-11
y’-—z—
o 2x+1+4x-11
y D e
2
f3)=3=f"'(3)=3

pour x=3 W) )’"—_"4

doi £(x)= 2x+1-v4x-11
2

EX2:
g(x)=ax+b :az0
1) *lercas:a>0 g'(x)=a>0

g est continue et strictement croissante sur R
d'ou g est une bijection de R sur

fiR) = ]hm £ lim f[= R
*2émecas: a<0  g'(x)=a<0
g est continue et strictement décroissante sur R
d'ol g réalise une bijection de R sur
g(R)= Jlimg,limg[ =R
2) yg'(x) @ g(y)=xoay+b=x

cby=lx—2 Donc g"(x)=lx——b-
a a a a




FONCTIONS RECI PROQUES CH4 TOME I

c) on pose : y=f"'(x) xel:'—zl,o] .ye[0,1]

<:bf(y)=x¢:b%y'-yz =xoy -2y" =2

oy -2y +l=2x+1 (-1 =2x+1
@|y3—ll=\/2x_+l
ol1-y* =2x+1  car y €[0.1]

: Bas. &P =l-Y2r+l @ y=yI-V2x+1 cary20
fpgst=x & xefol] dou f'(x)=yI-v2x+1

1) fest dérivable sur R
£(x)=2x"-2x=2x(x*-1) EX4:

S(x)=cos(rx) :xe[0,1]

1) f'(x)=-m.sin(7x)

xe[0,]] - 7xe[0,x]

= f(x)<0
f est continue et strictement décroissante sur [0,1]
d’ou fréalise une bijection de [0,1] sur

J=[RD.R0)]=[-1,1]

/ 2)
X

y=X

a8

X
f*(x)
fix)

0

C(f)

P) a) fest continue et strictement décroissante sur [0,1]

, elle réalise donc une bijection de [0,1] sur J
‘J=ﬂ[o,|])=[m).a0)]=[§.o]
b) (£,)=5,(¢,) avec Ay=x
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3) onpose : p(x)=f"(x)+f '(-x)
e festcontinue sur [0.1]
d'oi " est continue sur [-1,1]

par suite ¢ est continue sur [-1,1]

o festdérivable sur ]0,1]

et f'(x)=-msin(7x) # 0 ; Vx € J0,1
d'ou ' est dérivable sur f{]0,1[)=]-11]
@ est dérivable sur ]-1,1[

calculons (f*' )'(x) pourx € |-11[

1 ]
(Y= ,(f Ty ey

_ -1
asin(ry)  z\[l-cos* (xy)
=—_.l_-
aJ1-£2(p)
(F)y0=—
nvl-x
@) =(/® -
-1 1

= 5
avl-x nf\ﬁ—(—x)2

carsinry 20

2

=0

o(x)=f(x)+ [ (=x)
P'(x)=0; Vxel]L]
d'oti @ est constante sur [-1,1]
fO)=1 - f'(H=0
f=-1 >f'(-D=1
o) ="M+ /(-1
o() =1
d'ou ¢(x)=1;V xe[-11]
= f'x)H"(x)Fl Vxe[-1]]
interprétation graphique :
S+ =0 =1
= [ (-x)=1-1"(x)
= f12x0-x)=2x2- ()

A(0,') est un centre de symétrie pour (£ = )

CH4 TOME
EXS:
f)=Vx+Ja+x

x—0° X

= lim —

. \/_ \/4+r+2

J n'est pas dérivable a droite en 0
2) a) fest dérivable sur ]0,+o0]

]
=— 0
F)= J‘ AENvid

[ est continue et strictement croissante sur [Oi

elle réalise une bijection de [0,+ac[ sur J=f([0
e,

* f est dérivable sur ]0 +00[

et f'(x —+
W 2Jx 2\/4+x
d'ou f est dérivable sur f( |0, o] )= ]2,+o0]
-1 -1 -1
f (x)-f (2)=Iimf (x)
=2 x=2
(on pose y=f"' (x),x=fly) ; x >27,y >0')
1
=i Y -
=2 ' TI-1©)
y
d'ou f' estdérivable a droite en 2 et (f"'),(2

(Rq: on pourra résoudre le probléme graphique

* lim

2" X-

conclusion : £ est dérivable sur J=[2,+oo[

1 1
b) f'(x)= —=+—— >0
A 2Vx +2\/4+x 3

X
f'(x)
f(x)

(TR T - o
i/ -y 1S gy [ I

(¢ ;) admet une branche parabolique de direction (O}
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) *£(0)=-1= g(-1)=0
(¢, ) admet une tangente horizontal au

point d’abscisse 0 d’ou (&, ) admet une
tangente verticale au point d’abscisse

f(0)=-1

par suite g n’est pa dérivable en (-1)

* f{-2)=1 = g(1)=-2

(¢, ) admet une tangente verticale au point
d’abscisse (-2) d’ou (£, ) admet une

tangente horizontale au point d’abscisse f{-
2)=1 par suite : g est dérivable en 1 et
g'(1)=0
2) * fest décroissante sur R d’ou g est
décroissante sur f( R =R
= xl_i’lp"}f(x)=+<=<:' =5 xl_igl@g(x):—oo

lin/()=-o = Jim g)=+o

CH4 TOME |

EX7:
) *f(1)=-1 = g(-1)=1
f est dérivableen | et f(1)=-1#0 d’ou gest

dérivable &0 (-1) s g (-IE——= 1

AU
* f2)=-4 = g(-4)=2
f n’est pas dérivable a gauche en 2
(¢, ) admet une demi tangente verticale au point

d’abscisse 2 d’ou (£, ) admet une demi tangente

horizontal au point d'abscisse (-4)
g est dérivable a droite en (-4) et g’4(-4)=0
2)

X -4

g(x)

3) ({g)=SA(C[) avec A : y=x
EXS:

A [__]
4 4

g(x)=sin(2x)-x

1) g est dérivable sur g
4’4

g'(x)=2cos(2x)-1=0 cos2x=%

" <zx>e[-g,§]=zx=§= T

X

X

f*(x)

fix)

3) (Cg)'—’SA(:f) avec A : y=x

BAC.MOURAJAA

2) sin(2x)=x < g(x)=0
* g est continue et strictement décroissante sur

[z,z] o
6 4

T T,
g([g-z]) = l:g(z), g('g)] —[
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r

d’ou I'équation : g(x)=0 n"a pas de solutions dans
5]

64
* gest continue et strictement croissante sur

[—%%J d’ou g réalise une bijection de

T .
alors il existe un

unique réel a e[—%,%] tel que : g(a )=0
conclusion : I'équation : g(x)=0 admet a comme

. g T
unique solution dans [-—-,—
4 4

n /4 T
-—)#0 etg(—)=0 —_——
g=7)* ete(;) =>a6] 2 4[

T
B/ =sin(2 : -——
S(x) =sin(2x) xe[ 4 4J

1) a)f(x)=2 cos (2x)
f(0)=2 : R0)=0 T :.y=2x
b) f*’(x)= -4 sin(2x)

X

f L’(x)
0 N

f** s’annule en 0 en changeant de signe d’ou le
point de coordonnées (0.f{0)) est un point
d’inflexion pour (&, )

f(0)=0 d’ou I'origine du repére est un point
d’inflexion pour (&)

2) f’(x)=2cos(2x)

X

f(x)

fix)

67
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CH4 TOME

-1

3) a) fest continue et strictement croissante sug

b 4 i b TR
[—— —J elle réalise donc une bijection de

4’4

[ ,_] s

3.3 N [P N N I
f([-z,z])-[f( 4),f(4)] [-11]

b) (€I—|)=SA(C[) avecA:y=x
4) fest dérivable sur ]—E,E[ et

4 4

f (x)=2cos(2x)#0 d’ou f' est dérivable sur

T
ﬂJ-Z‘Z[FJ'U[

')
| 1 1

) 2cos(2y) 2{/1-sin(2y) ) 2/1-72(y)
) (x)=—n

2V1-x2

S )= (avec y=f"(x), fly)=x)




X
L f(x)

F ONCTIONS RECI PROQUES

EX9

o /,’_‘__ - xel0,1
f(x)- l—.\': J [ [
-f(0 1 X
1) a) Ilm ﬂx)f( ). llT r‘/
- hm,/——(———)— hm,/—(——) = 400

f n’est pas dérivable a droite en 0
(¢, ) admet une demi tangente verticale dmgée

vers le haut au point d’abscisse 0
b) fest dérivable sur ]0, I
1+ x°
(— — )

-y _(-x)

S(x)= <
2"
1-x°

i4a

= >
2Jx(1- )1 -2

fix)

Tim f(x)= limJ——x? =40
i;—‘l' 1l l -X

i

c)
1&

< 05

>

2) fest continue et strictement croissante sur [0,1[
elle réalise donc une bijection de [0,1[ sur

|=[0.+00[

3) a)(¢, ) admet une demi tangente verticale

dirigée vers le haut au point d’abscisse 0 d’ou la
courbe de f' admet une demi-tgte horizontal &

CH4 TOME |

droite au point d"abscisse ()
= f' est dérivable a droiteen 0
et (f)4(0)=0
b)* (f')'«0)=0
* fest dérivable sur ]0,1[

1+x°
et f'(x)=
2\/;(1 —Jtz)\/l—x2
d’ou f' est dérivable sur f(]0,1[)=]0.+[
* on pose y=f'(x) xe 0,+[ , ye 0.1

#0 Vxelo.]

SO =x& l—yy’ =x &

l-y'"
oy=x-¥y oxy+y-x¥=0
A=1+4x' >0y

e -1-V1+4x*

2x’

|+\/]+4t

2x°
2x°

(fl)'(X)=xl_3|il—\/l+]—4;:| pour x € ]0,+oo[
X

c) (C/,,)=SA(§,) avec A :y=x(voir figure)
EX 10:

l+x

S(x)= ;o xe[-LI[
1) a)

<0

dou f'(x)= pour x € ]0,+oo[

X

1+x

1-x

l1+x
I-x

et f'(x)—

; 1+x . g
la fonction : x - —— est dérivable et strictement

1-x
positive sur ]-1.1[ d'on fest dérivable sur |-1.1[

1+x _2
) (l -x)’

JH\' \fl+x (1 x)\/l-x
1
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S(x)- f( D_ g L /I+_x
- T x+1V1-x

1
—] l. = 400
x—'l(l:lllf . h . xz
(£, ) admet une demi tangente verticale au point
d’abscisse (-1)

c) hmf(x) Ilm‘/l'” +0
-X

la droite d’équation : x=1 est une asymptote a (¢ /)

d) f'(x)=mj >0 VxellL]

X -1

f'x) || +

fix) +od
" /

2) a) A(0,1)
(T) : y=F(0).(x-0)+f(0)
(T) : y=x+1

b

f(x)—(x+1)=,/'+—x-(1+x)=1/”—x.[1—\/1—x2]
I-x l-x

I-x*<I=>V1-x* <1
= f(x)-(x+1)20
(&, ) est au dessus de (T)

L I

CH4 TOME l‘

3) a) fest continue et strictement croissante sur )
[-1.1[ elle réalise donc une bijection de [-1,1[ smz

=110 J = fe-1)lim £ =[0,4o0]

b) (‘: 4)= SA(Cf) A:y=x(ﬁgure)|

EX11:

x+1

(x) = ——
d Vx? +2x+2

1) fest dérivable sur R

1
f'(x)=—————>0
(2 +2x+2)A/x* +2x+2

. llmf(X)- hm‘/ (x+1)° JEl
X+ x+2 x-m’ x°+2x+

° hm f(x)= lim i

x-r-me2(]+2+iz)
X X

x(l+l)
= lim X
X—— 2 2
|x[Jf1+ =+
x x

x(1+— )

=lim ———=—
X—b-2
-x1/1+ +—
X &

f ‘(x)

fix)
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2) a)*pourx e D,=R, (-2-x) € D,

!

(-2-x)+1
J2%) +2(-2-x)+2
D fx)

=\/x2+2x+2

* f{-2-X)

fou 1(-1.0) est un centre de symétrie pour (&)

['(x)=

|
(x° + 25+ 20X +2x+2
-3(x+1)
(x* + 2x+2)2.~/x2 +2x+2

b) f'(x)=

|-oo -1

X
fn(x) I + ? x
f *’s’annule en changeant de signe en -1 d’ou
I(-1.f-1)) est un point d’inflexion : I(-1,0)
3) a)fixyx & fix)-x=0
on pose h(x)=f(x)-x

1
h'(x)= 2l
(32 +2x + 2Nx? +2x +2
X +2x+2=1+(1+x)’ >1

= h'(x) <0 , heststrictement décroissante sur R

h est continue sur [0,1]

L o2
h(0)x h(l) = —=x(—=-1)<0
(0)x A(1) 2><(5 )<

V2 5
d'ou I'équation h(x)=0 admet une solution & € ]0,1[
comme h est strictement décroissante sur R, alors
a est unique &) NnA={A(a,a)}
b)

X -00 a +00

h(x) + D

féilii:? (9 IX : )\ %C,)
A(a,0)

4) Tiy=f'(-1(x+1)+f-1)
T:y=x+1

CH4 TOME 1

5) a) fest continue et strictement croissante sur R
elle réalise donc une bijection de R sur

J=f(R =1-1,1[
b) (¢ -I)=SA(¢I) A:y=x

EX12:
g(x)=1g(rx) ; xe ]'

1) g est dérivable sur ]i,ll:
22

g'x)=n(l+1g*(xx))>0

X[ 1
2

[ 8 '(x) 3

|

: T
lim (7x)=(=)
=
(<) -
2 = h'm g =+w
lim Ig = 400 (E)_
g .
x=-)
2
. ) ' 1 1
2) g est continue et strictement croissante sur ]-5 5 [

elle réalise donc une bijection de ].% ,%[ siiF

gt g

g(l)=Jlilm g, li{n g[ =R
(-5
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3) g est dérivable sur ]-% % [
et g(x)=n(l+1g°(nx)#0 d'ou g ! est
I S

en particulier g est dérivable sur ]-o0,0[
4) xe]-x,0[

G(x)=g"(x)+g"(£)

dérivable sur

a) g est dérivable sur ]-oo,O[
la fonction U : x - 2 est dérivable sur ]-oo,O[
X

et U(]-0.0[ )= ]-0,0
g est dérivable sur J-0,0[

d'ou la fonction : X > g"(l) est dérivable sur J-o0,0[
X

par suite G est dérivable sur ]-o0,0[
6=+

x X

1 1
G'(x)=(g™")(x)-—.(g") ()

x x

calculons (g™')'(x) pour x € ]-00,0[

onposey=g'(x) xe]w0[,ye :,-%,0[

gYFx — tg(ry)=x

Ao y— l = l - l
IE )(x)_g'(y) r(1+gi(zy))  m(1+x*)

l e -i,. l =0 Vxe]-oo,O[
a(l+x") x°

d'ou G'(x)=

m(l+ —';
2
b)G'(x)=0 ; V x € ]=.0
d'ot G est une fonction constante sur ]-oo,O[.
-1
G(-1y=g"'(-1+g" (-1 =28 (D=

LT |
car g )=-1.g"(-1) =

Sglm+g' =2t
X 2

=>g l(x)=_?]—g"'(%) 1V x e]—oo.O[

EX 13:
h(x)=cotg(§) ;xe]O,;r]

| 2 X
) h'(x}=—(1+corg*=)<0
2 2
h est continue et strictement décroissante sur

elle réalise donc une bijection de 0.7]

sur h( ]0,n])=[h(lr), lim h[ =[0,+oo[=]R,
L

2) p=h"

Jf est dérivable sur ]0,7]

et h'(x)=-?l(l+cotgz(§ ) =0

d'ol ¢ est dérivable sur h(]0,7])=R,

|
'y \— - ;h
o'(x)= ho00) (y=o(x) (yEX)

1 -2 '

! 2V 1+ ()
2(l+cotg (2))

-2
1+x
b) w'(X)=¢(%) ; X €]0,+00f

vin=-—py--L 2,
X X X

P'(x)=—=

¥ (x)=l+x2

¢) h(§)=1 = ¢m=%

on pose : f(x)=@(x)+y (x)
fest dérivable sur ]0,+oo[
f'(x)=@'(x)+y '(x)=0

/ est constante sur ]0,+ao[
f(=e(H+w()=1x

d'ou f(x)=r ;V xel0,+o]
= X))ty (x)=m pour x>0
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EX 14:

=T )
’(\') x\/] x‘.! ,XG[OI[

1) fest continue sur [0,1], dérivable sur [0,1]

./"(x)= \/r_%

pourx €]0,1[

i

RN

2) g(x)=/(x) ;:x e[mﬂ}

2

a) g est continue et strictement croissante

sur [O,izi-Jelle réalise donc une bijection

de [0.12—3] sur l=g([0,%] )=[o,%]

b)e g est continue et strictement

. 1
croissante sur [OE]

e g est dérivable sur [0,%[

V2

onpose y=g”' (x) avec xe[O,%],ye [O’T]
|
gy =xoyl-y =xe )y (1-y)=x

1, 1

by y +x _OC)(y —5) —Z—xz

1 3
oy - =% 1-4x°

|
= 5‘)’2 =%\/I—4x’ cary’ S%

<=y‘=;-(1—~/|-4x=)
|
»= 3(1—\/1—4.(’) cary 20

g'(x)= 1’*' ~ ‘”‘4":_
2

CH4 TOME |

1
U,=—
" g

Un+l o f(Uu)

a)*pourn=0 ,ona0<y, =
* supposonsque: 0<U, < —
et montronsque: 0<U, , <

0<U, <
11/=
f est croissantesur [05]

RO)< /U, < /(3)

NE) 1

£— = 0<U  <—
2

n+l 4 nt)] —

=0<U

conclusion: 0< U <l :VneN

3) BU,,-U, =U,1-U? -U, =U, [\/1—03—1]
-U? -U;

,/I—U +1 \/l—U +1

d’ou (U, ) est décroissante

c) * (U, ) est décroissante et minorée par 0 elle est
donc convergente
* soit / sa limite

——=—=<0 carU, 20

0<U, <) =o0srs!
2 2

Un'l =f(Un)

/f est continue sur [0,%:' d'ou 7=f{(()

I=0(1) < (N1- =1 & P (1-PY=F & -1*=0 < =0
d'od lim U, =0

T+ x
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EX 15: n>2

fx)=x"+x"+
1) f(x) =" +(n-Dx"2 +
fi0>0 ; Vxe[o1]
£, est continue et strictement croissante sur [0,1]
elle réalise donc une bijection de [0,1] sur f, (0.1
£ ((0.1))=[f, ). £,0] =[-L.n-1]
2) a)f, est une bijection de [0,1] sur [-1n-1]
comme 0&[-1,n-1], alors il existe un unique
réel a, €[0,1]  tel que: f, (a,)=0
f (0)xf (1)F1-n<0 = 0<a, <l

b) pour x # 1

1-x "
x"+x™ L Ax=x( ; ) comme étant somme de
—

n termes consécutifsd'une suite géometrique de raison x

f(a,)= Ocoa( )l-O@a(la) 1-aq,

oa,-a" =1-a, <a,™ '=2a, -1

3) ayona:f_,(x)=f,(x)+x"

Ju(@,)=0

j:ul +l)=0=f(an)

=>f..+|( a,.)+a =f(a,)

= n+l l)—j;l(an) wan*lzo

= a,, <a, carf est strictement croissante

par suite (a, ) est décroissante
b) * (a,) est décroissante et minorée par 0
elle est donc convergente

*aq,20
= (a,)"'20

BAC.MOURAJAA

CH4 TOME l F(

déterminons a, ?
f,(x)=0 < x*+x-1=0 avecx €[0,1]

J5-1

& x=
2

5 2
(a,) est décroissante d'ou pourn 22 = anSai
SJE—I @) S(JEZ—I).,H

n

J' -

=2a,-1<(—— )

J' L

(1)+Q) = 0<2a,-1<(—
J§—1

um(L“—l)'"'=o car -1< <1
2 2

d'od "l_i“mm(2a0-1)=0

lim az,,=l

EX16:

A/
f(x)=-x+Vx +8
1) a)
* lim £(x)= lim (W +8-x)=+®
* lim f(x)= lim(J¥ +8-1)
= lim 8
= m +x
* lim(/(x)+20)= lim(JX" +8+3)
= lim il =0
= Ux +8-x
b) * ,“ﬂlf(x) =0
(¢,) admet la droite d'équation : y=0
comme asymptote au voisinage de (+0)
* xl;ui(f(x)+2x)=0

A: y = —2x est une asymptote a () au voisinage!

=0
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2) fest dérivable sur R

" i x-\/x +8
{aiev-rrin -y

x'+8>X o +8>[x| = Vx* +8>x

- x_,/xl +8<0 dou f'(x)<0 VxeR
-0 +00

\ 0

3) fest continue et strictement décroissante sur R ,

elle réalise donc une bijection de R sur

J=f( R )=]0,+[

4)a) f(x)=x —x+Vx +8=x > Vx* +8 = 2x
* |"équation f(x)=x n’a pas de solutions dans ]-c0,0[
* dans [0,+o0]

f)=xor+8=4xr ox —/ax ,/ —v6

<[4

b (c,)n(c,..)={A(—

B/
1) f est continue et strictement décroissante sur

[1.2) d"ou f([1,2))=[f(1).f2)])=[ 2v3 - 2.,2]

CH4 TOME 1
A(1.2)c[1,2] car 243-2>1

2) f(x)=-1
) f'(x) +ﬁ
e

1sx<2=>1<x'<4

=9<x*+8<123<Jx* +8<2\3

d'ou pourx €[1.2] lf'(x)|$§

U, =1
3 0
’{UM. - /U,

a)*pourn=0 1<U;<2 (vrai)
* supposons que 1<U, <2
* montrons que 1<U,,, <2

1SV, <2 U, €[1,2]= f(U,)e £([1,2))

U, €[,2] carf([1,2)<[1,2]
conclusion: 1<U <2 VneN

b) d’aprés 4) a)

%=1

fest dérivable sur [1,2] et |/(x)| < 24




FONCTIONS RECI PROQUES

U, et 85 e[12]

d'aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

ﬂUn)-f(\/g);sgjun-\/gl
e
¢) I"U,—\/g 4

Al .2
= ,8 “lu. -.[87
UZ //3 I S 3 ‘U' _‘/3

Un-ﬁlsgfuw_\/g_éf

mullipliam membre 3 membre et simplifions :

u <(> \/—Y

/|
8/3'=°

2
2y,

llm( =) il

XL

d'ou lim(U, —,’/84)=0

=1limU, = /8,

EX 17 :
,x=€/§s/fi/§=s'/§x3~/§xs‘/2—’
Y81 Ve
_ﬁxsﬁxz_zﬁ

ol

=8 = () =22 =4
\/:2'_" \/—xm 2 xy2x8 8x3J—
W2 xyi2* WIN2 X2
=8.U§x2ﬁx3xz=si/§xz=16xe/'=16x4,"
3V2.244 Va  Ya 2
3) a) (2+V5)' =2 +3x2° V5 +3x2x (+/5) + (v5)'
=8+125+30+5J5=38+175
b) B=3/38+173/5 - /38 =175 <« n'a pas de sens
ca138-l7J§<0

=16

CH4 TOME]
EX1

I) \/_=%‘/— o2y o=
. ={ 18|

2) Ix =B exr =By <:>x—\/_wx=i
S, =545

3) I —34x+2=0

dans R, :

B) = dx) -33x+2=0
onposet=\3/;

I'équation devienT: ' -31+2=0
r'=1 ett"=2

=leodx =lox=1
=2oix=2cx=8

SR={1’8}

4) 1-Yx) +8=0 ¥x -1y* =8
oix-1=20¥x=3cx=3" ox=8]
SR={81}

EX19:
a) llm(x —x+1)= lim x* =+

X—p+x) X—+x

d'ou lim J(x* —x+1) =+

X +%

x+1
=lim =1
0 smx

X

sinx =¥1=1
c) llmx \/——hm\/_[ef— ] *

X+X

X +x
b) lim
=0 sinx

d'ou lim}

x—0

BAC.MOURAJAA.C




FONCTIONS RECI PROQUES CH4 TOME I

X

4 ‘on pose fix)=3x f(x)
fest dérivable sur ]0,+oo[ fx)

f'x)=
~ 3\3/—-T 2) fest continue et strictement croissante sur R _
\/" f f(x)-f(z) ] d"ou fréalise une bijection de R_ sur
=f'(2)=—r
lim - —— 334 fR, )=[ £(0).lim f[ =R =J
¢) on pose f(x)=§/ cosx AL T
% Ihex oy [T (\/—)
f est dérivable sur ]-;,;l: (¢, ) admet une branche parabolique de direction
celle de (O, j) au voisinage (+o0)

.,

—smx
f'(x)=

33/cos’x

=0 x-O

“ -
- lim\/cosxl=0
x—=0 X
. Yx-Jx
]

EX 21:

o= =% -
f(x)=x3 ; xeR,
3
3/—“14 4‘1‘7—4 1) lim f(x) f(0) - lim Y3 =0
-0
‘\/- V \7/_ d’ou fest dcnvablcadrone enOet £,(0)=0

I '\JF— '@x" Ixt ¥x® 2) comme étant produit de deux fonctions
e ,‘2,/'; ,_,m 1\2/_ '4— dérivables sur ]0,+oo[ , fest dérivable sur ]0,+oo[

X+

g 1 3J‘(J’) +x
= lim ¥x - {2’ = lim ¥x.(1-¥%") =0 St arin = s

EX 20 : __ 4 4l 4.
fw=x+{x : xeR, 3xy 3@y 3

1) fest dérivable sur 10, +o0[ f(x)= X3 ]

" 1 .
(x =2 Rq. /,
i-/ ) x+43/x_’>0 f'(x):%x""=§%/;

. f(x)- (0 .
e e =
If non dérivable a droite en 0 X
. f'(x)
fix)

3) (x>0 ; Vxe0,+oof

BAC.MOURAJAA




FONCTIONS RECI PROQUES
4) T:y=f*(1).(x-1)*+f(1)

4 1
Tigpmdg 1
¥3" 73

lim&l= lim {/;=+oc

—ex oy X—+x

(£) admet une B.P de direction celle de (O, )

5) a) fest continue et strictement croissante sur R

+

elle réalise donc une bijection de R sur
flR, )=[f(0),lim f[=R,
b) h=f"'

h()=1  carf(1)=1

fest dérivable en 1 et f'(l)=§ #0

d'ou h est dérivable en f{1)=1

, 1 1 3
M ey o 4

c) f(x)=x oxifx=x o x(3/;-1)=0
& x=0ou ¥x=1< x=0 oux=1
(£)NA={0(0,05;A(1,1)}

d) (5, )=8,(5)

BAC.MOURAJAA

CH4 TOME |I
EX 22 :

S)=¥x -1

X -00 -1

x*-1 + P -

D, =]~o0,~1]U][1, 4o

1)* xeD;, >x<-1oux21 =>-x2lou-xg
= xeD;

* fl-x)=3(-x) -1 =¥x* -1 = f(x)
d'ou f est paire
2) pourx 21

fx)=gfx2 (-~ =¥l -L = Jraf- L
X X X |
b)* lim(e ~1) =+eodat im ¥ —1 =+a0
= lim f(x) =400

L L/

X=p+a0 x X—4C x
.
=lm—4 1-/sz =0
lim Y%~

PR R |

3) 8) hm f(x)_f(]) =
- x—]
chim— X i X!
-l (x_lxdx2 _1)3 x—ol'("x2_l)3
d'ou f n'est pas dérivable a droite en 1

= +0

b) la fonction : x > x?-1 est dérivable et
strictement positive sur |1, +o0[ d'od
fest dérivable sur ]I+

2x
f'(xyr———
4.(x* -1 )
) f'(x)>0 ;V xe]l,+oq

X

f(x)

fix)




FONCTIONS RECI PROQUES CH4 TOME I
4 A&y EX 23 ;
P ert TS D, =R, fo=Yi-+3
x:_l(x: =>X2-ISX‘ =>4x2—]$3/x—4 £ 3
r 1) a) pour x>0

= f(x)£X l J_ XJ_ xJ_ ] )

‘ot (¢, ) est au dessous de A pour x 2 3 -
d":) iest paire x @ 3/_) ( %/;), %’x_z
(C,): la courbe de la restriction de f sur [1.+o9

X X | 1
dot f(x)=—-=+3=x.| — - - [+3
(G)=Sonl6) 3 [e/‘xz 3}

&)=, )u(é,) b) e hm ﬂx)— lim x. {%—%Jﬂ_
lim S _ 0 (£, ) admet un B.P de direction (0.i) X
i X ‘ f( ) im 1 1 +2_

e |im—"=

X—+% X

c) lnmf()

T—en oy 3
lim(f(x)+%x)= lim Yx +3 = +o0

(¢, ) admet une branche parabolique de direction

/ celle de la droite D: y='3—lx au voisinage (+o)
Cf

e 4 0" .t-—o() X

=limL—l+z=+oo

x-0° \J/X_: X

f n'est pas dérivable a droite en 0

t) a/ f est continue et strictement croissante sur [l+oo[

lle réalise donc une bijection de [1,+0| sur ) o .
‘ ) [ [ b) « la fonction : x — \‘/; est dérivable sur R’

;ﬂ[l,+w[)=[:ﬂl), l}g}f[ g e « la fonction : x %+ 3 est dérivable sur R’

b) * fest dérivable sur ]1,+oof S(x) = J— 3

etf'(xFW%x_l)J:tO . [#_,}
d'ou f' est dérivable sur f(]l ,+oo[ =R’

* fn'est pas dérivable a droite en 1
d'ou (¢, ) admet une demi tangente verticale

au point d'abscisse 1 = (¢ ) admet une demi
tangente horizentale au point d'abscisse f{1)=0
d'od f' est dérivable a droite en 0 et (f'), (0)=0
conclusion: fest dérivable sur R,

) ('8, (4))

f()=00¥ =1 x =1 :(xeR') < x=1

o x>l = x> = Y¥>] :#q = f'(x)<0

BAC.MOURAJAA




FONCTIONS RECI PROQUES

d) * fest continue et strictement croissante sur
[0.1] f([O,l[)=[3.]?l[ 0¢ [3,%[ d"oi I'équation

f(x)=0 n"a pas de solutions dans [0,1[
* fest continue et strictement décroissante
sur [1,+x[ , elle réalise donc une bijection de

(1o sur (1 veey=]oe, 0

11 _— ’ p
comme0 € ]-oo,—3—] , alors il existe un unique réel a

e[+ tel que fla)=0
conclusion : a est I’'unique solution de 1'équation
f(x)=0 dans R’

f(16.6).1(16,7)<0 =16,6<a<16,7 (calculatrice)

EX 24 :
A/ neN
fi(x)=x""+3x-2

1) a)f (x)=2n+1).x" +3>0

X
f*(x)

f(x)

b) * pour x eD, =R ona(-x)e D,
*f (-x)=(=x)"" +3(-x)-2=-x""-3x-2
=—4-(x"" +3x-2)=-4- £ (x)
conclusion : 1(0,-2) est un centre de symétrie pour (¢, )
c) f,: (x)=2n(2n + )x*""
/. s'annule en 0 en changeant de signe
d'ou 1(0.-2) est un point d'inflexion de (&)

CH4 TOME |

2) a)f,_ (x)-f, (x)=x>x™"'=x""(x’-1)
X -a0 -1 0 1

fo(X)-f(x -9 + 0 - ¢ +
o cn/cn.,/]\ C..i/Cs J\C../C....}\ Co./G,
B(-1.-6)

10-2)  A(1.2)

b) (£,)N(L,..) = {1(0.-2): 41.2): B(-1.-6)}
3) a)f, est continue et strictement croissante sur R
elle réalise donc une bijection de R sur

£, ®R)= Jlim f,.lim £, =R

b) f, est dérivable sur R et f'(x)=(2n+1)x+3 [
d'ou f;' est dérivable sur R

1 1 I

-1 (-6) = - =— =
S LU6) S 2n+2)
1 1
L) 2An+2)

11
£0) 3

@)=
(f)(-2)=

4) f, est une bijection de R sur f, (R) = ]R.=
comme 0 € f_(R) alors il existe
un réel x, tq f, (x,)=0

f,(0)xf,(24)=(-2) (24)""<0
= 0<xn<%
b)f,(x,)=0 & x'+3x_-2=0

2n+1
o3, 2" o x = 2 x;

n

c)0<x, s% = 0<x™' < (%)2"‘l

—+L

d) lim (%)"’+l =0 d'ou lim x2™'=0

2n+1
2-x,

n = 3
) ) 2 - x2n0l 2
lim x, = hm -

n—+x n—+x 3 - 3




FONCTIONS RECI PROQUES
B/ n=l°
f(x)- /,(\)-r +3x-2
a=x

1 ‘p(x)=_fo(’%+x X e[o,%]

X'+3x-2_ 20%+2 2 x4l
3P +3 3P+l 37X+l

pour xe[o,%] = 0<x<lI

TEoer’sf:}OdﬂrJ <1+x*=0¢<

a) @(x)=x- )

l+,\r’_<_l
1+ x?

Zlex )<§=>0<¢(x)<

] d'ou (o([

@ est continue sur[

ASA

3(2X+a) - a:“a)=0

b) ¢(x)- a—(x a) T

[’P(X)'a X = f.( x) f (x) f,(x)

(X -a’)+3(x-a)
3(1+x?)
(x-a)(x’ +ax+a’ +3)
3(1+x%)

r(x-a)-

=(x-a)-

- (X +ax+a’+3)
3(1+x7%)

2x +ax-(2ax+a?)
' 3(1+x?)

(x-a

CH+x x?)

(x —a)x-a)2x+a) L x= a)(2x+a)
31+x%) 3(1+x7%)

[X(2x+a) -a(2x+a)]

Jx) —a+ -_fﬂ-:(x_a)_f(x)—f(a)

CH4 TOME 1
c)Ost% etOSas%

:lx—als%

0S2x<94 =0<2x+a <2

=>(2x+a)|x-a|s%
1 I
1+x? 21 S )|
+x*2 :Hx,slzmﬂz)sA
oy Btlx-a| 4 2
dou —— ! =
3(1+x7%) 9 3
= (2x+a)|x- a|| d
3(1+x%)
. (2x+a)|:f-a| &2
3(1+x7) 3

d) |o(x)-

doil |p(x)-a| < §|x-a|
{ U,=0
2)
UMI = ¢(U,, )
a) * pour n=0, 0< U, s% (vrai)
* supposons que : 0< U, s%

* montrons que : 0< U, < -

U,e [O,%] =>¢U,)e [O,%] d'aprés B/1)a)
=>U, € [0,3]

3
conclusion: 0< U, S% ;VneN

b) d'aprés 1) d) |¢(Un)-a|5§|U"-a|




FONCTIONS RECI PROQUES

multiplions membre par membre et simplifions on aura:

2
|un-qsc§rm-4
U, —als(z)"a

hm( =)".a =0d'ou hm(U —a)=0=limU, =a

Y—pex 3 Tp+x

verifier que : ﬂ\/ﬁﬂ —i/\/i—l)=0

EX25:
partie A :

xJ
f(x)=1’—— s Vx e[0,1
l-x
1) a) lim—~ -~ f(x) f(O) = lim — 1’ = llm‘/ =0
0" =0 x Y] —x l-x

d'ou fest dénvable a droite en O et f,'(0)=0
b) fest dérivable sur ]o,1[
( 2 . 3x7 -2x°
T _ 2
f (X) = 1 =X = (1 x)
L
-x

hmf(x)—hm .- = 400
-l l -x

(g
c)T.y=f<5).(x 2)+f(2)

1
T:y=2x+—
y=4ix 2

!

2) C2 =S(0x(C))
3) C=C,UC;

J
M(x,y)eCey= J ouy——"
_x .

@y=——¢:x—y -xy’
l-x

Sx(F+y)-y =0




FONCTIONS RECI PROQUES

Partie B : A(1,0)
1) Ax=l
l 2 2 __l_

2) D:y=m.X
3) a)N(xy)eDN¢G
y=m.X y=mx (1

o 1a, 2 199, 1. 22 1,
(x-5)+y o (x2)+m.x 2 (2)

Q) ox -x+m'x’ =0¢x[(l+m’)x—l]=0

=0 ou x=
= 1+m?

or N0

d'ou x ; et y= ek

ou Xx= =
1+m?

1
4 1+m’

b)ona: Q(l,m)
OM = NQ

m
Tim? )

(= (=4
Yu =V —In

M
1+m?

€)Xy (X2, +yi )= yi =0
d'ou MeC
HM(xy) eC & x(x*+y’)y*=0
a) pour x=0 on aura y=0 ; M=0O € (I')

b)x¢0;m=l = y=mx

X
X(x*+y*)y*=0 d'ot x(x> + m*x*) - m*x* =0
Qx’.[(Hm’)x—mz] =0
2 3

m m
Sx= carx #0) ety=
1+m? ( ) y—I+m2

M € (') d'aprés 3) b)
o) MelM=>MeC

MeC=M e(r)>d°" S

CH4 TOME I
partie C :
t>0 . D :y=tx

tl tJ
d'aprés B/lona: M (—,——
‘p (l+t2 l+r)

ALO) P(y,)
.
B L N |
AP am| 't
y, t
1422
-t
+1!

yP 3
t——==0oy,=t
1+t? Yo

£y
-

det(AP,AM)=0 < ]
d’ou P(0,t)

b) A(1,0) ; Q(1,1)
AQ=VO? +£3 =[] =1
2) OP=t’ et AQ=t
AQ’ =0P
40 =3op
prenons OP=t on aura AQ=3/;
EX 26

partie A :
f(x)=sin(%x) ; xe[0,1]
1) a) fest dérivable sur [0,1]

=T sast .
f(x)=2.cos(2x)

0<x<l = os%xsg = f'(x)20

X

f'(x)

fix)

f est continue et strictement croissante sur [0,1] elle

réalise donc une bijection de [0,1] sur

f([0,1])=[f(0).f(1)]=[0.1]




FONCTIONS RECI PROQUES
T T
b)f(s)=5=>f (5)—3

L_Y2_ 21

2) a) fest dérivable sur [o.1

el f'(xk%.cos(% x) = 0Vx e [0,1]

d'ou " est dérivable sur fi[o. ID=[o.
I 1 4

" ~|_l_ - " 1 =IZ’.J§
f'(f (2)) f(3)

|
b) (£ )(=
VENG)-

o) (f') (x)= =#y) (avec y=f"'(x) ; fly)=x)

!
F'(f"(x)

- 2 = 2 (car cos( = ¥)>0)

wcos( % ¥) n\/l -sinz(g ¥)

2 2

B B

3)

0.5

Ik
4)V =~ o
)V, ﬂan("z)
a) pour 1<k <n

| k
<sosls ok )<y
n n n n n n

=3 7Y k<3 pdy
) n k=1 n k=1 n
= Z":f(l:)s V. xn sif(l)
k-t n k=1 n
= n.f(Lz) <alV, < n.f(l)
n n

= v s rd)
n n

CH4 TOM

b) lim L] =0" fest continue en 0 a droit

nossa g
dou lim f(1)= f(0)=0
n—sex n

de meme : lim f(—l,)=0
n-sex n

d'oii lim ¥, =0

n—s+x

5) on pose (o(x)=ﬂ+0—§.x

@ est dérivable sur ]0, [

(o=_| L) @
Q'(x)= [hfz(x)+2J<o

@ est continue et strictement décroissante sur Jo.q
elle réalise donc une bijection de Jo.q

sor o100~ Jime.time] = -2 1o
comme 0 e JI = g .+°°[ «alors il existe un unique ré

a tqo(a)=0

par suite I'équation : = =Ty admet @ comme
fix) 2
unique solution dans ]0, [

| /4
(0(5)-\/_-;

il -2 5.5
¢(]5.l[)—:,l 2.\/5 4[
comme (e tp(:]%,l[) alors a e]%,l[




11X

FONCTIONS RECI PROQUES
partie B:
1) gx)=f'(sinx)+ f'(cosx)

a) la fonction : X i sinx est dérivable sur ]0, %[

4
et sin( ]0, 5—[ o
comme ' est dérivable sur ]0.][ alors:
la fonction : x > f'(sinx) est dérivable sur ]0,%{

« de meme la fonction : x — f™'(cosx) est dérivable

sur ]0. -;i[

par suite g est dérivable sur ]0, %[

g(x)=cosx.(f")'(cosx)-sinx.(f ') (cosx)
2cosx 2sinx 22,
;t\[-sm X ir\/l-cos x T r

b)g(x)=0 ; Vxe ]0,%[

g est continue sur [0, %:'

d'ou g est constante sur [O%]

g(‘/_)—f (‘/—)+f (£)=;+%—1

doug(x)=1 ;Vxe [O, %J
= £ (sinx)+f"' (cosx)=1

2) h(x)=2x1-x*> :x e[O,%]
a) h'(x)=2vm +2x( ; =
1

_Al-x)-2¢7  2-4¢

Ji-2 -2

1h'x)

CH4 TOME I

b) h est continue ct strictcment croissante sur [0,%]

= h([0.%2])=[h(0),h(*2)]=[0, ?]

3) k(x)=f'(2xJ1-x%)
k(x)=f""o h(x)
3

h est dérivable sur [0,'%] et h([0,":])= [O. —2-]

V3

comme ' est dérivable sur [O’TJ

alors k=f"' o h est dérivable sur ,:0,%]

2-4x’ p.

Vi-¢ mfl-ax’(1-x)
4(1-2x%)

z(1-2x Wil -2

K'(x)=h'(x).(f"')'(h(x))=

_ 2(2-4x%) _
- rr.\/l—ch.\/(l—sz)2 B
4

—zt. 1-x°
k'(x)=2(f")'(x)

k(x)=2f"(x)+c : Vx e[o,%J
2 2

k(-—) 2f( —)+c=2l=l+c=¢=0

d'ou f~ (2.\'\/1—x )=2./"(x)

EX 27:

partie A :

f(x)=-l+ by si x>0
J(0)=0
1) pour x>0

a) hmf(r)- lim ———— bba =

=0 QeI+ 4 )

=lim—2X—_=0-= f(0)

il B [ R

= [ est continue a droite en 0

BAC.MOURAJAA




FONCTIONS RECI PROQUES CH4 TOME 1

b) pour x>0
fix)}-fl0) _ - +V1+x7
x-0 x
= (1+x*)-1 - 1
x’[l+Jl+x’] 141+ x2
SO-SO) 1

1
——=7=/,'0)
el 2070

c) T:y=%x ;x20

pour x>0

I Vi+xi -1 21+ 2 -2+x%)

f(x)—— =R 5-" x 2) a) fest continue et strictement croissante sur [0+°°[

| 2(1 +x) =2 +x%) elle réalise donc une bijectionde R, surJ

f(x)-— =
e v@en)] J=fR.) = [0.]
" b)onpose :y=f'(x) xe]0,][ ,yeR’

1
S)=2x=— <0 1+y* -1

2[2 l#& +(2+x2)] S f()=xr——=xol+)y  =xy+1
y

est au dessous de (T
(93] (T) ¢:>]+y2 =x’y2+2xy+lc>y[(l—x’)y-2x]=0

& (1-x*)y=2x cary#0
d)pourx>0

——x (- 1+ V1+x? )
fixy= DX doi ' (x)= = =

2x
T pour x=0 — y=0

; Vx e[0,1]

x -\/l+x (-l+\/1+x’) €)(§.)=S5,(5,) avecAy=x

S(x)=
2
\/l+x artie

(i (R g(x)=f(x) pour x €[0,1]

f(x)=
-,“+X {U°=l
w,)

1) a)*pourn=0,0ona:0<U, <1 (vrai)
* supposons que : 0< U, <1

* montrons que: 0<U,,, <1

lim £(x)= lim (-%+ LI 0<U, <1 = g(0)<g(U,) < g(1)
v T+ x

car g est strictement croissante sur [0,1]

d'oi 0<U,, <v2-1<1
conclusion: 0<U, <1 ;¥VneN

e) y=1 est une asymptote a (&, )
au voisinage (+o)

BAC.MOURAJAA




ONCTIONS RECI PROQUES
pour x € ]0;1]

i Vi+x? -1 (1+x*)-1 = X
x x(\/l-f-x +1) 1+1+x

X) s%x d'aprés 1) ¢)

g(x)=lx d'ou g(U,) < lU,
2 2
Ul+| s %Un Vn € N
) * pour n=0 U, =152L°=1 (vrai)
* supposons que U, < (%)”

* montrons que : U, < (‘7]2—)"’l

1 1 |
U, Ss=U e U <(=) =2U_ <(=)"
a n+l 2 n € n (2) n+| (2)

iclusion: U, <2L VneN

X ) =0 d'ou limU, =0

X—+m

a) Un*l = .f((jn)=> Un = f-l(Uln-l)
2U,

n+l

1-(U*,)2

b) * pour n=0, U, —l—tg( 7) (vrai)
* supposons que : U, -tg(zm)

* montrons que : U,

CH4 TOME I
U
U)s— """
Pl l+,/l+U'
1

(1+tg’x = ——)
cos’ x

V(4
2n¢2 )

2sm(

cos’(

) cos(

2n#2 n +3 n03

/4
)
2 L 2
5 X " . X X
car: l+cosx=2cos 3 ; smx=25m5c035

d'ot U, =1g( 13)

conclusion : U, = 1g( VneN

2,,,) :

| =
3) V,=2U, =2 2"tg(—.—
) g(—=)= tg(z,, 4)

2""

e 7-—) te( ~ x)
2— h(in) avec h(x)= -
2 X

doi limy, ==

X+




FONCTIONS RECI PROQUES

EX 28 :
partie A :

f(x)= \/I+tgx : X e[-%g[

1) a)*pourxe]——;i.%[ Ltgx>-1 = 1+gx>0

* la fonction : x > 1+tgx est dérivable et

3 o T
strictement positive sur :I-Z'E[

d"oi fest dérivable sur |-, X
42

1+tg’x

2/l +1gx

b)xe]-z,z[
4 2

V4
f(x)—f(—z) )

*f(x)=

1+1gx l+rgx) 1

4 & Jl+igx
4

=(

. 1
* lim = 400

1——0(—%)' \ﬂ +tgx
- T
* on pose : @(x)=1+tgx ; @ est dérivable sur ]-EE[
et o'(x)=1+g’x

T
I +tgx ¢(x)_¢(_2) T
lim = lim = =p'(-—)=2
-y x+% Al g 4

4

n
" f(x)_f(_z) . |+tgx 1
lim —— 3 = lim ( )———
w—»(-i}r s n x—u--':)' x+£ JI+rgx
4 4

fn’est pas dérivable en ( —% ) a droite

=+

* (¢;) admet une demi tangente verticale

au point d'abscisse (-%)

CH4 TOME I
nr
C) pourx e }ZE[

1+1g°x

21 +1gx

S(x)= >0

lpia

2) a) fest continue et strictement croissante

sur [ . g lzt- [ elle réalise donc une bijection

de [ —% % [ sur J =[0,+[

b) g=f"

r 2 i
f(—z)—O—’g(O) 2
f0)=1>g(1)=0
fE= > g(2)=%

¢) (£,)=5,(¢,) avec A :y=x(voir figure)
3) (£,) admet une demi tangente horizontale au
point d’abscisse 0




FONCTIONS RECI PROQUES CH4 TOME |
= g est dérivable a droite en 0 et 2,(0)=0 partie B :

nr
* fest dérivable sur [-—,=
) ur] 4 2[ %g(1’l+lj si x>0
x
i

1+tg’x h(x) =
et f'(x #0
g )=2,/l+tgx

d'ou g est dérivable sur f{ :'

si x=0

T . a
-z,-z-[) = ]0, +°°[ 1) a)*hest continue sur R’
conclusion’; st dérivable sur J= [ 0, _m[ comme ctant composée de 2 fonctions continues
pour X € ]0,+°0[ * continuité en 0: lim | +l =+ ; lim g(x)= %
10" X toex

gz o
g(x)—f '(g(x)) d'ou 'LT h(x)=%=h(0)

. 2 “ i
soit y=g(x), fly)=x; y1+igy = x,1gy = x* -1 h est continue a droite en 0
conclusion : h est continue sur R

1) = Ql+1gy W1+ -1 2]
$ 1+g°y 1+ -1 x*-2x7+2

b) la fonction : x l+l est dérivable
X

2x et strictement positive sur R
'(X)=———— carx>0 i
g( ) X‘ —21’2 +2 1 i
e 2x0 d'ou la fonction U: x -, [1+— est dérivable sur R*
Y | POl X
&= 0= 2 -
U(R’ )=]1,+oo]

d'ou g'(x)=4—2",— ;VxeR,
X" =2x"+2 o

| comme g est dérivable sur ]I, +oof
4) Un=—IZg(k) ;(neN) N .
R i alors h est dérivable sur R’

a) f est strictement croissane sur [-%,%’:
1 -1

1 1
d'ou g est strictement croissante sur [0, +oof h'(x)=%( 1+;lc)'.g'( 1+;)=‘2‘ i 8\ |+x)

n<k<2n= g(n)< g(k) < g(2n) 2 1+
2n 2n 2n

= g <Y gk)< g(2n)
k=n k=n

k=n
= (n+l)gm)<(n+1)U, <(n+ 1).g(2n) lﬁ
= g(n)<U, < g(2n) il 1+

' T
b} Jmelz= doi heo=' (N L
pe 2x
= Jim g(n)= fim(2n) =7
2) a)x>0
h est continue sur [0,x] et dérivable sur 10.x[ .
d’a”prés le théoréme des accroissements finis il

existe ¢ € J0.x[

U3 =X
tq : h(x)-h(0)= -0)h’ h(x)-—=——
q - h(x)-h(0)=(x-0)h’(c) &= A(x) PRETTIvER

BAC.MOURAJAA




FONCTIONS RECI PROQUES
b) pour x>0
h(x-h(0) -1
x AL+

lorsque x — 0"

c -0
lim h(x)-h(0)=lim -1 : T |
0’ ¥ 0" 2l+c¢°) 2

d'ou h est dérivable a droite en 0 et h);(0) = —%

. -1
¢) h'(x)= 2075 <0

X

h ‘(x) -

h(x) n
4 \

. f 1
lim [1+—=1
X =P x

dou lim h(x)=%g(l)=0
3) h(x)=x < h(x)-x=0
pourx € R, on pose y(x)=h(x)-x

) s =] .
v'(x)= 2055 1<0

T
W(O)—Z

lim y(x) = lim A(x)-x= -

y est continue et strictement décroissante sur R _,

elle réalise donc une bijection de R, sur

T
W(Ro ) = ]_w’Z]

comme Oey(R )
alors il existe un unique réel a e R,

g y(a)=0
A
ww%4

1 n
W(I)—Eg(\/i)—l—g—l
v(0)xy(1)<0= O<a<l

CH4 TOME |

1
2(1+x%)

1
20141 21> —<I
l+x

b) [h'(x)| =

SN
2

21+ x%)
)<t
:>|h(x)|$2

V, €R, /{a}
Ver = H(V,)

a) h est dérivable sur R, et |h'(x)| S%

aetV eR,
d'aprés le théoréme des inégalités
des accroissements finis :

|h(V, ) - h(a)| s%p/" -a

=|V,., -q| S—;- V,-a|

b) |V, —a]s%IVo -a|

multiplions membre 3 membre et simplifions on aura:

IV, -al< 1Y, -l
lim (%)"m ~a|=0 doi lim(¥, -a)=0

= limV, =a

A=+




Primitives

| QCM:

. x> l+gix
. x>1-Cos x
. impaire
1 1
X —
Al-x)* 2
. x> xsinx+Cos x
Vrai - Faux :
1. (Vrai)
En effet : cette primitive est
dérivable sur Rd’ou elle est
continue sur R
2. (VRAI)

R

x“sin— sinx>0
F(x)= x

0 sinx=0

F et dérivable sur ]0, +oo[
Flx)=2x sin(l) +x2 (:2l Cos l)
X X x

F'(x)=2x sin(l) - Cos(l)
x x

F'(x)= f(x) pour x>0
Montrons que F est dérivable
d droite en 0 et

F(0)= £(0)=0

pour x>0
F(x)-F(0) _

- |
= S —_—
=0 x m(x)

-1<sin (1)51=>
X

—xstin(l)Sx
x

I =linlaien

d'ou

. F(x)-F(0)

lim————=0=£(0

o /()

Conclusion : F est une primitive
de f

ch 5 tome 1

3. (FAUX)

Contre exemple :
S(x)=1> F(x)=x

g(x)=x-G(x)= -;-xz
(FG)(x)= %x’

(F.G)/(x) = %x’ (/) (%)
4. (FAUX)

F(2x) TZ.f(Zx)

5. (VRAI)

Théreése du cours :

Il existe une unique primitive de f
sur I qui prend une valeur donnée
en un point donnée.




Primitives

EX]
l. f(x)=-5x"+2x-3
/=R
F(x)=-x'+x"-3+ki(keR)

2.f(x)=(x+2)——37 = =]—oo,0[
x

f(x)=-l—(x+2): +2+k (keR)
2 X

3x
3.f(x)=———=:/=R
1) (3x*+2)

-1 1
F(x)=— :
(x) > (3x2+2)+k (keR)

4. f(x)=(-x+3)° I=R

F(x) =:7l(—x+3)’ +k (keR)

5. f(x)=(x-1(x*-2x+7)" I =R
F(x)=%(x2—2x+7)5+k

6. =
/) —4x+3

F(x)=—%\/—4x+3+k

7'f(x)=J—‘;‘.COS(J;); I =]0‘+w[

F(x)=2sin(\/;)+lc
x+1

8. S =Ty

F(x)=————+k
) 12(x* +3x)*

9. f(x)=sin(2x+1).Cos* (2x +1)
F(x)=;l_61Cos’(_2x+l)+k
10. f(x) = x*.sin(x" +1)

F(x)= —% Cos(x* +1)+k

ch 5 tome |
sin x
(1+Cos x)*

| 1
Fli)e fm e
) +2((I+Cosx)z)+k

1. f(x)=

2-6x-9x°

w

2x-1
13.f(x)= g
F(x)=2\/xT-_x+k
14. f(x)=(1+1g’x)-1
F(x)=tgx-x+k (keR)
Ex2:
1. soit F une primitive de [ sur [-2.2]
F(x)=f(x
pourxe[—2.—l)—)f(x)$0
xe[—l,O]—)f(x)ZO
xe[0,1]> f(x)<0
xe[l,2] > f(x)20

par exemple .

F(x)=

F est croissante sur [-1,0]

or graphiquement :

h est decroissante sur [-1,0]

d'ou h n'est pas une primitive de f
par suit : g est primitive de [
2.s0it H :une primitive de h
H'(x)=h(x): Vx e[-2.2]
graphiquement : h(0) # 0
=>H'0)=0

=> (g, ) n'admet pas une tgte horizentale au

point d'assisse 0
=(sy) 2 (S,)
d'ou [ est une primitive de h sur[-2,2]




Primitives ch 5 tome 1

EX3: 7. f(x)=(x+ 1) —(x +1)

L f(x)=Vx+] F(x):L(xn)’“"’ —L(nn’"‘”
2 T 2010 2009
F(x)=5(x+l). x+1 Ex 4 :

2. f(x)=xvl+x° 1. fix)=tg x+tg’ x
' — Z 9 : :
p(x)=3l“+xz)_ e f est continue sur I= [0, ; [don f

admet des primitives sur I
3. f(X)=(x-3)x" -6x S =(+1g°x)1g x
F(x)=l(x2 —6): i (de l‘a forme U’.U)

3 D’ou
x+1

4. f(x)=\/x_—l F(x)=%1g2x+lc

(x-1)+2 F(%)=|=>5+k=1

f(x)= \/le
=vVx-— =>k=—
S(x) m+m 2

d'ou: F(x) =%(l +1g° x)
F(x)=-2-(x-l).\/x-l +4x -1
2 2. f(x)=Cos(x)-Cos’ (x)

F(x)= (Ex - E).s/JrTl fest continue sur I= IR
A 3; fadmet donc des pgimitives sur |
5 f(x)=(x+=)(x*+x) f(x)=Cos x (1-Cos” x)
| 2 f(x)=Cos x . sin’ (x)
F'(.r):E(x2 +x)* d’ou
3 ] F(x)=%sin’x+k

| 1
6. Sl —t—
T®) =gy t3

3.1, 3
(Z+_) T 27 y)
2 -3 1 Rty

f(x)=?[—— —+—} 1
F(x)=§(—2+sin’x)

2x° 2
F(x)= ——2'(§X2i +%).‘ /21+% 3. fest continue sur I=R d’ou f
v 4 & admet des primitives sur |

=4 3+x [3+x
e~

-23+x) [3+x
9x 2x

V4 |
F(=)=-l2>-—+k=-]
(2) = 3

F(x)=




Primitives

S(x) =sin x(1 -sin® x)

S(x)=sin x. Cos’x
F(x)= _?] Cos’x +k

G

fEP=212 23 k=2

V2

S>k=2+—2
12

V2

F(.\')=-—]Cos’x+2+—
3 12

4. fest continue sur [0%[

|
Cos’x

f(x)= (I+1g x)

(de la forme U’.U)
Flx)= %(l+tg )’ +k

F(§)=Ozk=—2

F(x)= %(1 +1g x)? =2
EXS:
1. /(x) = Cos(x).C os(3x)
g(x) =sin x.sin(3x)
a)

*(f +gXx)=Cos x.Cos 3x +sin xsin3x

=Cos(3x-x)
=Cos 2x

1 . -
p(x)= 3 sin 2x est une primitive

de(f+g)sur IR
*(f -gXx)=Cos 4x

1 .
/(x)=—sin 4
v(x) 41 X

est une primitive de (f-g) sur IR

b).
(0+¥)(x)=0'(x) +y '(x)
=(/+g)x)+(f -gXx)
=2f(x)

F(x)= %((p +y )x)est une

primitive de fsur IR

ch 5 tome 1

Fix)= 41 sin(2x) + Slsin(4.r) +k kelR

(0-¥)'(x) = (f(x0)+g(x) - (f(x) -g(x))
=2g(x)

]
G(x) = 5(40 -y )(x)
G est une primitive de g sur IR
G(x)= % sin(2x) —%sin(4.r) +k kelR
2,
h(x)=sin 4x + Cosx.sindx
h(x) = sin 4x + 2Cosx.sin 2x Cos2x
=sin 4x+4sin x. Cos’x (Cos 2x)
=sin 4x +4sin x. Cos*x (2Cos*c -1 )

=$in 4x +8sin x. Cos*x — 4sin x Cos’x

H(A’)=%l Cos 4.\'—§Cos5.r+§CosJ +k

H(:r)=0=>§—‘—‘+k=o
5 3
-4

k=—

15

H(X)=%Cos 4x—§Cos"x+§Cos"x—%

EX6:

S(x)=xsinx

1. f est dérivable sur R

( produit de 2 fonction dérivables )
S(x)=sinx+x Cos x

S est dérivable sur R
J"(x)=Cos x+Cos x-xsin x
S"(x)=2Cos x- f(x)

= f(x)=2Cos x- ["(x)

2. F(x)=+2sinx— f'(x)+k
F(x)=2sin-sin x-x Cos x+ k
F(x)=sinx-xCos x+k
F(n)=0=>k=-x

d'ou:
F(x)=sinx-xCosx-n




Primitives ch 5 tome 1

l-¢ _ bx+b
(x+1)*  (x+1)°

b=0 b=0
= =
a d {b=l-c {c=l

f(x)=x+l+(x+l)2 +(x+l)3+(x+l)‘ s

l.a) lim (x+1)".f(x)= SE 1
=(-1) f(X) = (x+])’ +(x+l)‘

-1 ]
‘l—iﬂ(.x"f'l)-f(x) = 3‘ F(x)- 2(x+1)2 —3(x+l)3 +k

i G E+2) Lo F(O):Z:—%—%Hr:o:k:%

x-pez (x+|)" e x*

lim (x+2)=1

-

] d'Ol;
=lim—=<=0 5 1 1

e X F(x)==- = 3
b) (x+l)4.f(x)= 6 2(x+1)y° 3(x+1)

a(x+1) +b(x+1) +c(x+1)+d EX 8:
2x+1

I_l’i‘r_r:r(x+l)'f(x)=d f(x)z(x—Z)’ ,xeR\{2]

2x-2)+5
(x-2)°

2 5
T L W e O ey
Xder x+1 (."+])- (x+ ])

=2 )

‘litp!_(x+l)f(x)=0 2 F(x)=x_2—2(x_2):
d'ouw a=0 —4x+3

F(x)= 5
o) L A 2Ax-2)°
(x+1)” (x+1) (x+]) EXO :
x+2 N b c " 1
(x+D)' (41 (A () f(-")=m;x€]*"'[

x+2‘_ l4= b _p—E . F estdérivable sur ]-1,][
(x+1)" (x+1)" (x+1)° (x+1)

1 b c {F'(X)=f(x)
. (x+1)’ B (x+1)° +(,\»+1)3 F(0)=0

1-¢ b g(x)=F(sin x)

(x+1) " (x+1)

or |il'!|l (x+D)'f(x)=1d'oi d=1
x=(-1)°

IirE(x+l)f(x)=

I f(x)=

lim (a +

2. a)




Primitives

1. la fonction:x —sin x

est derivable sur :'— i) ; zl:
2 2

L o)

F est dérivable sur |-1.1[ d'ou g est
dérivable sur —z.zl:
22

g'(x) = Cos x.F'(sin x)
=(Cos x.f(sin x)
. Cosx _ Cosx
Jl-sin’x VCos'x
_Cosx _
_m_

| car

; w. | &
b4 (.\‘)=|.V.\]—E.E[
2. g'ix)=1
d'ong(x)=x+k . keR
£0)=F(0)=0
=0+4k=0

=k=0

2

-

d'oug(x)=x xe ]—%_Z[

V2 . T n
a F— = J— — —_)=—
3 F 5 ) F(sm(4)) 8(4) 4

| LT T
F(=)=Fls =g(—)=—
(2) (sm( 6 )] g( 3 i

F(-§)= F(sin(—%))ag
EX 10:

j'(.t')=\[lT\‘2 :xe[0.1]

F dérivable sur[0.1]

F'(x)= f(x)
F0)=0

g=F(Cos x):xe[O,%]

ch S tome |

1. g est dérivable sur [0, %]

-

comme était composée de deux tonction

derivable. (voir ex 9)

g'(x)=(=sin x).F (Cos x)
=(-sin x)./(Cos x)
= -sin xv1-Cos’x
= —sin x|sin x|

=-sin"x carsin x>0

2. gx)=-sin"x= —-l—(l—Cas 2x)

g(x)= —%(x —%sin 2v)+k

-

V(4
=)=F(0)=0
8(2) (0)
4
2—5(‘5—0)4'/\:0

=k=
d'ou
g(x)= —%(x—-;—sin 2x)+%

= g(x)= —%x+%sin 2.r+%

3. F(l)= F(Cos0) = g(0) = %

F(%))=F(Cos§)=g<§)=%+%
EX11:

l. f"x)=0= f'(x)=a:aecR
= f(x)=ax+b (a.b)eR’
2. ["(x)=sinx

= f'(x)=-Cos x+a. aelR

= f(x)=-sinx+a x+b

(a.h)eR’




Primitives ch 5 tome |

EX 12:
I. f(x)=]x| xeR

a) [ est continue sur R —X"+x+a pourx<0
G(x)=<x+b pour 0 < x <1

S(x)=x sin x € [0,+oo X -x+c  pourx>|
f(x)=-x sinxe J-==. of G est continueen 0
= "L,". G(x)= lirp_ G(x)=a=b

F(x)=%x2 +a pour x20

= G continue en | =

d'ou
F est dérivable sur R = [ continue en 0 - +x+a pour x <0
=a=b G(x)={x+a pour0<x<l

F(x):lxz-'-a pourxzo xz“'x+a+| pour.\'?.l
d'ou 2 | (aeR)
1!:'(,\-)=—5x2 +a pour x<0 EX13:
F(4)=0=8+a=0=q=-8 S(x)=sin’ x+sin’ x
=sinx.(1-Cos’x) +sin x(1 - Cas’x)?
, =sin.x—sin x Cas’x +sinx(1+Cas*x— 2Cas™x)
Fx)==2x* -8 pour x<0 S(x)=2sin x=3sin x. Cos’x
2. g(x)=|x]+|x- ll +sin x.Cos*x

i b/
a) g est continue sur IR F(x)=—2me+Cw’x—-%Co.s'5x

F(x):—%xz+bpourx<0 l+b=c=>c=a+1

F(x)=%x2 -8 pour x>0

X -00 0 (on pourra aussi linéariser f(x) )
x| |[X EX 14:
1
|x-1] | -**1 3l a(t)=1-—— :1€[0,10
(x) [-2x+1 1 2x-1 (t+1) [0.10]
I v(t) =a(r)
"~ m0)=0

g(x)==-2x+1 pour x<0

g(x)=1 pour 0<x<l| |

g(x)=2x-1  pour x>1 v(t)=t+ﬁ+k
+

V0)=0=21+k=0k=-1
v(t)=r—l+L
t+1

2. v(10) =%m/s




Primitives

EX 15:
f(x)=vVd-x" .te[—Z.Z]

l.a) la fonction: x — 4 - x"est continue

et positive sur [—2. 2] d'ou [ est continue

sur [-—2. 2]
par suit { admet au moins une
primitive sur [-2.2]
h)
F'(x)= f(x)
{ F0)=0
Vxe D, =[-2.2]:(-x)e D,

J()=f(-x)=>

F(x)=-F(-x)+k

F(0)=0=>k=0

d'ou F(-x)=-F(x)

F est impaire.

2. G(x)=FQ2Cos x):x € [O,fr]

=>-7<-x<0

=>0<r-x<nrm

=>(r-x)eD,;

G(r—x)=FQCos(xr - x)
= F(-2Cos x)
=-F(2Cos x)
=-G(x)

. n
conclusion : I( 5 0)est un centre de

-

symétrie pour la courbe de

ch 5 tome |

h) G'(x)=-2sin x.F'(2Cos x)
=-2sin x f(2Cos x)
=-2sin x \/m
= ~2sin xy[4sin’ v
= ~4sin.x Jsin x|

G'(x) = —4sin’x ( carsin x> 0)

G'(x)=-2(1-Cos 2x)

d'onG(x)=-2(x- -};sin 2x)+ 4

G(%): F(0)=0

::»—2(%-0)+k =0
=k=r

d'ou

G(x)==-2x+sin 2x+ 7
Vx e [0.7!]

c) F(l)= F'(Zc'as(%))

= G(—) —§+£
F)= F(ch.s(O))
=G(0) =

F(2)= F(ZCOS%)

b/ T
=GE)=1+Z
(G =1+3

EX 16 :

u(x)=x+yx2 +1

1. w'(x)=1+ 2.,\'
2NV X+

u'(x)y=1+
T+

. s/ l+x
u'(x)=
\/ +1
d'on

[+x = ux)

1u'(x)




Primitives ch 5 tome 1

I
I T, OV SR
b u(x)A1+x*
Py

u’(x)

1
g(x)=u’(x) L8
u(x)
g(x)=u'(x)u(x)

d'ou

G(x)= -;—uz(x)

G(x)=%(x+\/l+x’ )

EX17:
f(x)=x.Cos x

g(x)=xsinx
L. f'(x) + g(x) = Cosx —x sin x + x sinx
=Cos x
d'ou g(x)=Cos x~ f'(x)
G(x)=sin x-(f(x))
G(x) =sin x-x Cos x
2. g'(x)—f(x)=sinx+x Cos x— f(x)
=sin x
d'ou f(x)=g'(x)-sinx
F(x)=g(x)-Cos x
F(x)=xsin x-Cos x




Primitives

EX18:
nx2
p"(x)=l+2x+3x2+
. FE(x)=x+x"+...+x"+k k
FOO)=1=k=1
d'ou
F;,(x)=l+x+x2+

Y. pour x#1

(somme de (n+1) termes d’une
suite géométrique de raison x)

~n+x"(1-x)+1-r""
(1-x)*

nx'" —(n+1)x" +1

(l—x)2 |
(n+1).x"+-l
(1-x)’

(n+1)

2

F,(x)=

Fx) =

p,,(-r)-
d'ou

p.()=
EX19: xe[0,7]
I. g(x)=ux.sin x4+ Cos x -1
a) g'(x)=sin x+x Cos x -sin
g'(x) =x.Cos x

ch 5 tome |

/""\

b) g est continue sur [? af

2r r 3

—). =-2(—=--)<0
(5 )&(m) =X N =
d’ou I’équation g(x)=0 adme!l une

solution a € ]ZT” ,n[

X

g(x)

1-Cos x
2. f(x)= x
0 sin x =0

1781 0=y
X

sin r €0,

a) lim f(x)=lim
=0’ =0’
/ est continue en droite enO

lim f(.l')—f(()) = lim |—Cos x =
£ -0 X 10’ r

[ est deérivable a droileenQet [ (0= %




Primitives

b fi)=E2

xZ

X 0 a T

f’(x)

+ 0 -
f(x) a)
\ "
0 =
V(4

1-Cos x
¢) fla)=———
gx)=0=>asina+Cosa-1=0

=Cosa=1-a.sina

d'ou
asina

fla)= =sina
a

3. @=234; fl@)=0,72 ; =061
/3

4

4. k(x)= f(x) pour x € [a,x]
k est continue et strictemen décroissant

sur[a, 7] => k est une bijéction de[a. )

sur [g,f(a)] =]
T

ch § tome |

5. h(x)=g(x)-2Cosx xe€[0.7]

h est continue sur [0,)2] d'ou h admet des

primitives sur [O,n’]
h(x)=x.sin x—Cos x—1
H(x)=-xCos x—-x+k
HO0)=1=>k=1

d'ou H(x)=1-x-xCos x

EX 20 :
o(x)=——
l+x

{G'(x) =o(x)

G(0)=0

I G'(=x)=p(-x) = p(x)
=G'(x)

G'(x)=G'(—x)

=G(x)=-G(-x)+k keR

G0)=0>5k=0

d'ou G(-x)=-G(x)

G est impaire

24) xeR’

w(x)=c(x)+c(£)

v est dérivable sur R’

v'(0)=G'(x)-= GYL)
X X

- 0(x) -~ ()
X Xz

(S
T
=0

y'(x)=0

D’ou v est constante sur chacun

des intervalles ]-oc,0[ er J0.+oo[




Primitives ch 5 tome 1

w(h=Gl)+G(l) = 2G(1) G est impaire.
d'oti
W (x)=2G(1) :Vx e 0.+ G '(O) = —1—
= Iirp, w(x)=2G()
= O : centre de symétrie
. nr )
h) u(r)=Ggr) ; EJ77[

u'(t)=(1+1g71).Gtg 1)
=(1+1g°1) plrgr)
3 1
=(l+1g ’)'l+rgzr
u'(r)y=1
ult)=t+k : (keR)
u(0)=G(1ig 0)=G(0)=0
=k =1

u(t)y=r : Vre]i.f[
2 2

G(1)=Grg §>=u<—})=§

lim (1) = 2G(1) =§ EX 21 :

| S(x)=1+Cosx : .\'e[O.;r]
) La) [ Est dérivable sur [0, 7|
-sinx

i . (x)=——==x0
Jm ()= 9 i) 21+ Cos x

G(-\’)='//(X)"G(;

ki ¢ 1 )=G(0)=0 [ est continue et strictement décroissante
X sur [0, ] elle réalise donc une bijection
d'ou lim G(x) = % de[0, 7 ] sur

50 g(0.7]) =[g(z).g(0)) <[ 0.42]
I+x* b) [ est dérivable sur ]0, 7[[
X 0 +o0 -sin x

()= —2SNX L,
G'(x) e f1x) 2\/I+Cos.r¢

G(x) % d'ou [ est dérivable sur

7o) = Jo.v2[

4. G'(x)=p(x)=




Primitives

s
)0= s

S(y)=x
Ty

sin y
() ={1+Cos y =x
=1+Cos y=x*
= Cos y=x"-1
= Cos’y =(x* -1)?
= -Cos’y=-1-x*+2x°
=1-Cos’y=2x" -x*
=sin’ y=2x* -x*
=sin y=v2x°’ -x*
d'ou

-2x

(f) 0 ===

2x —x
NAY) = -2
(/) —

Vxe]O.\/E[

2
2. g(x)=
2-x

re V2T
{G (x) = g(x)
G(0)=0
a) o(x)=G(x)+G(-x)
P'(x)=G'(x)-G'(-x)
=g(x)-g(-x)
=0
@ est constante sur ]—JE : \/5[
®0)=0
@(x)=0, Vxe]-ﬁ,ﬁ[
= G6(x)+G(-x)=0
= G(-x)=-G(x)
G est impaire.

2

on pose:y=f'(x

ch 5 tome 1

b) ona:

gx)=-(f") )
=>G(x)=-f"(x)+k ; keR
G0)=—-f"(0)+k
=>0=-7+k

=k=nr

d'ou

G(x)=m-f"(x)
G)=z-f"(D)

T 7
Gh=r-2=2
LS 2 2

EX22:
(
J(0)=1

S=0

%) =—2

{ al-x°

. f(x)<0; vxelo[

[ est continue sur [0,1] et strictement

décroissante

= f réalise une bijective de[0,1] sur

S([0a]) =[rm, (] =[0.1]

2.a) soit g(x)= f(Cos x)
g'(x)=-sinx.["(Cos x)
_ +2sinx
B aV1-Cos’x
_+2sinx
N 7.Jsin x|
2 car sinx>0
n

) 4
g est continue sur [0, 5]

derivable sur ]0. %[




Primitives

2
g'x)==
n
2
=>g(x)=—x+k : keR
V4
g(%}fm):l
Sl=l+k=2k=0
d'ou g(x)=3x
T
. 2
= f(Cos x)=—x
n
2
b) f(Cosx)==x
s
i D
=/ (=x)=Cos x
T
’ 2
soit t=—x
n
n
xX=—t

d'oti f (1) = Cos (%r)
conclusion :

S (x) = Cos (%x) ; Vxe[o, 1]

3, xe[o.ﬁ]
2

h(x) = f(Cos x)+ f(sin x)
a) comme était composée et somme de
Jonctions dérivables

h est dérivable sur JO, %[

h(x) = f(Cos x)+ f(Cos(%—x)

ch 5tome |

h'(x) = =sin x f(Cos x)+ Cos x /S '(sin x)
2sin x _ 2sin x

vl - Cos’x aVl-sin x

20 2

h(x)==-==
T x

h'(x)=

b) h continue sur [0%}

dérivable sur JO, %,:

h'(x)=0 : Vxe]O,%[

d’oul h est constante sur [0 %]

h0)= f()+ f(0)=1
d'ou
h(x)=1 ; Vxe[o.g]
4. neN’
p's

®,(x)= Cos(; x)-x"

x€[0,1]
a) w;(x):}—”sin(%x)—nx""

@,(x)<0 ; Vxe[0,1]

@, est continue et strictement décroissante
sur [0.1] elle réalise donc une bijection
de0,1] sur

@, ([0.1]) =[-1.1] er comme 0 & [-11]
alors il existe un uniqueréel

a, €[0,1]tq:9,(a,)=0
?,(0)p,()<0=>a, €]0.1]




Primitives

b) n-p>O0alors
O<x<1=>0<x"" <1
=20<(x"?)x? <x?
=x" <y

= -x">-x’

= Cos(% x)-x"> Cos(% x)-x’

= 9,(x)>¢,(x)

ch 5 tome 1

c) a,eta,, e]O.l[

d’aprés b) n+1>n

d'ou ¢,,(a,,)>e,a,,)

=0>¢,(a,,)

=¢,(a,)>0,(a,,)

=a,<a,,

car @, est strictement décroissante sur[O, l]
d'ou (a,)est strictement décroissante

et commeona a,>0

(a,) est décroissante et min orée par 0

elle est donc convergente.




Nombres complexes CH | TOME2

CM:

1) a) |z-z|=MMm"
b) O, M et M’ alignés

2) (AB) L (AC)

3) les solutions de 1’équation : :*-2:+42=0 sont
Z=l-i et z,=1+i

Vrai-Faux :

1) (faux)

Par exemple les solutions de I’équation : z°-2z+2=0
sont 1-i et 1+i qui ne sont pas opposées.

2) (faux)

F=dte-ad'=0

o (F-d’)(F+a")=0
& (z-a)(z+a) (z-ia)(z+ia)=0
S z=qouz=—-aouz=iaou z=-ia
3) (faux) en effet :
Z=2z+iz,
. S
4) (faux)
Contre exemple : z=2i
z’=3i
Re(z) =Re(z") =0
Arg(z) = Arg(z'\2x)

s%(Z;r) alors que z # z'

5) (faux)

3

Contre exemple : z= %+i7

Z'=—]
2 € IR muis z ¢ IR
6) (faux)
Contre exemple : z=1 et 2’=i
|z|=|z'| mais z#:z'
et zz-z'

 Lysllsly_deo)




Nombres complexes

EX1 :
a)

2=
zZ+1i
—2+i¢ z=(-2+i)(]+2i)=—4—3i
1-2i (1-2i)1+ 2i) 5

& z=

4 .
5 3

b)
22—'“=1—i¢>z+i=2(1-i)z¢>(1-2i)2="
¥4
i N i(l+2i)
1-2i  (1-2i)1+2i)
=2+

oz= ssz="21,
5 5

o z=

lz—lz-c::>(224—1’)(1—2.')=iz(2iz)<:>—222+(2-i)z+i=—222
-z

& @—Nr=—fes z= = TEH)
2—-i 5

1 2,
Sz=—-=i
55

O4=3et (u,04) E%(2n)

R ..o By .
*z, =(cos—+isin—) =i
2 2

e2,=2,+2z, > 0S =0A+O0B
= OASB est un #

CH 1 TOME2

=2ie> z-i=2i(z+i) e z-i=2iz-2¢ (1-2i)z=-2+i




Nombres complexes CH | TOME2

3 ;
02, SIaE, = Z'»(cos(TJr +isin %’))

OP =3 et (u,0P) s%’r(zzr)

%(cos(%) +isin(_4—”))

b)z, = 2(c0s% +isin %)

0A=2 (. 04) = %(2::)
* z,=-4

* z

Z,+&, OASB parallélogramme

S

*z,22,3, =8.(cos5%+i sin 5%)

* z,=l=%(cos(-%)+i sin(-%))




Nombres complexes CH 1 TOME2

méthode analytique :

on pose z=x+iy
x+iy-i _x+i(y=1) _ [x+i(y-D][x-i(y+D] _(* +y*-1)-2ix
x+ip+i x+i(y+1) X +(y+1) T X+ (y+1)
1) Zestunréel < x=0

z#-i = M#A(0,-1)
soit A : la droite d’équation : x=0 ; AeA
d’ou (&) est la droite A privée de A

Z=

2) Z imaginaire pur < x>+y?=1
(¢) : le cercle de centre O de rayon 1
Ael D’ou (&,): le cercle (¢ ) privé de A

Méthode géometrique :
Soit A(-1) et B(i)

1) Z est un réel v R < MA et MB colinéaires <> M € (4B)
2, -z, or M2A donc (&)=(4B)/{4}

2) Z imaginaire pur < MA L MB & M € (¢):cercle de diamétre [AB] or M#A




Nombres complexes CH 1 TOME2

EX 4 : (voirex 3)
EXS:

1
{M( )/ = l}
z-i

N e fe-1|=|z-4

z-i

Soit A(l) et B (i)
Me(E)e|z-z2,|=|2-2,| &> MA=MB <& M € A=med[AB]  Donc E = med| AB]

e L = 1
2z- 2(z-1) e 2(z |)=2¢(L2=1@{z :-lcheE Donc F=E
z—i 2=

QM e F o |——= -
z—{ Z—1

EX6:
720 - M#£O  z#l — M#A(l)

Eg(zn) < (MA,MO) E%(M)

Arg z- Arg (z-1) = %(2::) & Arg (il) = %(27:) < (AM,0M)
z-

o Me(()/ {A, 0} avec : (¢ ) : demi cercle de diamétre [OA] contenu dans le demi plan y>0

EX7:
a=dp'E = 2(cos3%+isin3%) = 2(0—i)==2i
4=—(cos3£+isin3£)=—(—ﬁ+i‘/5)=ﬁ—iﬁ
4 4 7 3’ 3 3
3 -3+3.J§

_)=

(cos2”+zsm2”) 3(—— —+3i—
3 3 2 2 2

c=3e

EXS:

i & T i% ir 2l
b Gy L2 2 2
3" 3 3

dig 4 ¥y —iz\3 _ _-dim _ i
(e ) =e ? sy =e"" =e
R _ﬂ_

3iZ & 7 i3 IS i Si i—
Dou:(e ) .(e") =e 2" =¢e 2 =¢?




Nombres complexes CH 1 TOME2

b) * z=-3+3i

N ] —\/5.\/5_ s e sl L 1 W
lz=V9+9=3v2 > z-3\/5.(7_5+$)_3\/5.(7+, : )_3J5.(cos(34)+:s.n(34))-3ﬁe

* 7=2./3.2i

5

|z|=4>2= 4.(?3 - %i) = 4.(cos(-%) + isin(—%)) =4e’s
* 1-i=V2e'* Dloi (1-i)' =(v2)'e
(-i) =42

. 1+J§_i=[(1+~/5)-i] =(l+\/-2_)2_|-2i(|+\/§)=(2+2\/5)—2i(l+\/5)=]_i=ﬁe—r§
1+vV2+i  (1+v2) +1 4+2\2 202 +2)

V6+va V612

5 = =>a’=2\/§+2i—>|a2|=4

2

a’ =4(£+li)=4e‘§
2

n n n

n
i— i— i— 13/
Donad=22oua=-2e?_ag=2e2oua=2e "

T
l._
Re(a) >0or cosll3—2ﬂ<0 Dou a=2e!

2)

2cos£=‘/g
12 2

V642 J6-2 D # - il
2

2 2smﬁ=

a=2(cos£+isin£)
12 12

eta=

z,,=2e’i5=:> OA=2 et (1;;07)5%(27r)

) l% l(%*:—') - . 27
Zz=4die®=4¢ 2 = OB=4 e1 (u.OB):T(Zﬂ)




Nombres complexes CH | TOME2

o

b)
5 2 .
Arg(:z+a )E_l_l_n_(z )@Arg[ (z-ia )]=—-l£(2n)c>Argt+Arg( z—ia ]E_ll_”(z”)

z—a zZ—a -a

z-za)s_l_llz(z nel % (A W)E_M(zn)a(m MB)=-—(2:r)

¢£+Arg[
2 2=z,

@(MA MB)——(Zn') M e Arc du cercle (E)

«(OA, OB) (OA )+ (U, OB)(ZII) (u, OB) (u, 0A)(27t)-———(2 )=——(27r)=>OeE

"2"' 1in

l(-———-»')
l+z
J’
il’ Ztr n

=2 2
©2,2,.2, = N A N L

-2in
5 g




Nombres complexes CH 1 TOME2

EX11:

a=4J21+i) =42 (V2e'* ) = ge's

Lapys

Ly i )
Les racines cubiques de a sont : % = Yse' T avec ke {0,1,2}

i~ 3%
=>2z,=2e" ; z =2 " ;

EX12:
a=8v2(-1-i)=8v2(VZe ¥ ) = 16¢ 4

avec ke{0,1,2,3}

Les racines quatriémes de a sont :
137 2z
s Z,=2e Wi z,=2¢ 0

EX 13:

Fiad
a=32i=32e?
Les racines cinquiémes de a sont :
n
—+2kn
) (X 24T,

z, =32 =205 avecke{0,1,2,3,4)

EX14:

a=32—3+i)=322¢ ¢)=6de" 6
(5n 2k

Les solutions sont: 2, =2e * ¢ avecke {O, 1,2,3,4, 5}
EX1S5:

a)
22 +182+1681=0

A'=-1600 8'=40i z'=-9-40i et z"=-9+40i
S. ={-9-40i ;-9+40i }




Nombres complexes CH 1 TOME2

22 -(5-)z+8-i=0 A=-8-6i
(1)x* —y* =-8 (Reéel(A))
soit § =x+iy /8° =-8-6i=1{(2)x* +y* =10 (|A])
(3)2xy =-6 (Im(A))
(N+(2)22 =2 x* =1 x=1¢I
pourx=l(—3;2y=—-6=>y=—3 =>d=1-3i

g B6-0)-(-30)
2
S. ={2+i ;3-2i}

v (5=D+(1-30)

2+i et =3-2i

c)

zz+4(i—l)z+2(4—i)=0 A'=[2(i—l)]2—2(4—i)=—8—6i = 6'=1-3i
Les solutions sont :
2'==2(i-1)=(1=-3i)=1+i
z"==2(i-1)+(1-3)=3-5i
d)

Z+(1-3)z-2(1+i)=0 A=2i=(1+i)’ S=1+i
Les solutions sont :

S'= —(1—31)2—(1+1) T

z"=-(1_3i)2+(l+i)=2i =8¢ ={-1+i; 2i }

=>Sc ={1+i; 3-51 }

EX16:

a)z'+6z:°+25=0 onpose: t=22

I'équation devient : t* +6t +25=0
A'=-16>06"'=4i t'=-3+4i e t"=-3-4i

(1)x* =y =-3
et=-3+4i=>'=-3+4i (2)x* +y* =5 (en posant z=x+iy)

(3)2xy=4
()+(2)=>2x2=2=2x>=]=2>x=1%1

Pour x=1 I"éq (3) donne y=2=>z,=1+2i
Pour x=-1 I'éq (3) donne y=-2=>z,=-1-2i




Nombres complexes CH 1 TOME2
t=-3-4i 7 =-3-4i & 2* = (1-2i)? z=1-2iouz=-1+2i

Sc ={1+26-1-2i;1-2i; - 1+ 24}

b)

z*+4z2-77=0 Onpose: t=2 Onaura: P +4-77=0
A'=8196'=9
t'=-llett"=7

-t=7<:zz=7<:>z=-\/70uz=\ﬁ
ct=-llo 2 =-11z=iVll ouz = -iVi1

Se¢ ={—ﬁ; ﬁ;—iJﬁ;iJl_l}

(E):2° =z
« Oest une solution de (E).
« Déterminons les solutions non nulles de (E).
On pose z=re?;r>0
(E) < (ré®y’ = re®

& rie = pe®

c)

4 _ r=l
Srie =10 o " = = km
60 =2kr,keZ 8=T.keZ

Les solutions sont :

5_1 .43 25 _ 1. B

=5+17 . 22 =]e ? =——+1

2
. 148

Sl ¢ Bo=lg

2 2
W3
2

i

z,=1;z =1le ; Zy=1.e" =-1

1_.\3

-t L
2 2 2

1 .
~=
2

22 32|




Nombres complexes CH 1 TOME2

EX17:

Soit :
P(z)=2-82*+247-3)
(E) = P(z) =0

1) p(4)=0 d'ou z, =4 est une solution de (E).
2) « Factorisons P(z).
p(2)=(z-4)z* +bz+c)
p(2)=2+(b-4)2 +(c —-4b)z-4c
Identifions
b-4=-8
Onaura:|¢~4=24 &
—4c=-32
D’oi P(z) =(z-4)(z* -4z +8)
*P(2)=0=2-4=00uz"-42+8=0
Sz=4oulN'=-4-56"'=2;
zZ,=2+2i
z,=2-2
Sc={4;2+2i;2 ~2i}

b=—4
c=8§

z,=2(1+i) =224

Z,= z—l = Zﬁe-i‘_‘

EX18:

Soit :
P(z)=2" —(3+4i)2* - 41-3i)z+12
(E)< P(2)=0

1) Onpose Zz=a,a € IR




Nombres complexes CH 1 TOME2

Pa)=0s0a’ -B+4)a’ —41-3)a+12=0

" o -3a’ —4a+12=0 1
(@ -3 —da+12)+i(<4a’ +122) =0 < i 0
—4’ +12a=0 2)
Q) ea4a+12)=0=a=00ua=3
Vérifions dans (1) pour a =3.
(3’ -3(3)’ -4.3+12=27-27-12+12=0

D’ou 3 est une solution réelle de E.

2) 3 est une solution de E=

P(z)=(z-3)[ 2’ +bz+c|
P(z)=2’+(b-3)2* +(c-3b)z-3c

Identifions
b-3=-(3+4i)

b=—4i
A c-3b=—4(1—3i)®{ '

-4
3e=12 :

Do : P(z)=(z-3)[ 2’ - 4iz-4]
(E) o (z-3)F -4iz-4)=0=z=30uz* -4iz-4=0z=30u(z-24)Y =0=z=30uz=2

Sc ={3, 2}.
EX19:
(E):2° =2+11i
N2+ =22 +32% 4320+ =8+12i—6—-i=2+11i
D’ou 2z, =2+i est solution de (E)
2)
()22 -(2+11)=0
soit f(2)=2"=(2+11i)

f(z)=[z—(2+i)].|:zz+bz+c]

Ona: f(2+1)=0 Dou f(z)=23+(b—2—i)zz+[C—b(2+i)]2—c(2+i)
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Identifions
b-2-i=0
Onaura:c—b(2+i)=0
—-c(2+i)= —(2+11)

D.oﬁ:f(z)=[z—(2+i)].[zz+(2+i)z+3+4i]

(E)=>z=2+iouz’ +(2+i)z+3+4i=0

& b=2+i
c=3+4i

(Ji-z)-zi(nzﬁ)

-(2+J3)+i(zf-

A=-33+4i)=6=i32+i) z'= et z"=

S,, ={zo;zl;z"

L

EX 20:
1) 2z+3(z-2)=13+18i

0nposez=x+iy—)z=x-iy et ZZ=X2+y et Z—Z‘—Ziy
2 2 =3 =2 x=-2
X +y° =13 {y {x {

ou
6y =18 =47 |y=3" |y=3

L'équation dévient x* + Y +3(2iy)=13+18i {

Les solutions sont : z, = o T
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3)
GO+ GA +GB =0 & aff (GO) + aff (GA) + aff (GB) = 0
_ Z" +Z,

3

D=2 +(2,-25) (2, -2;) =03z, =z, +2, =7 =2i

4) OABC est un parallélogramme <> OC = 4B <> aff (OC) = aff (4B) &> z, =z, -z, <> 2, = 4
EX21:

1) soit :

f@) =2 -(8+)22+(T+i)z-4

(E)e f(2)=0

a)soit: z=x;xelR

f(2)=0& (X -4x" +Tx-4) +i(-x* +x)=0

{x’ -4x* +7x-4=0 1))
o
-x*+x=0 )

2)=>x=00ux=1

x = 1 vérifie I'équation (1), d’ou 1 est une solution de (E).

b) factorisons f(z)

f(2)=(z-1X2* +bz +c)

=2 +(b-1)2" +(c-b)z-c

Identifions :

b-1=—(4+i) .

:c—b=7+i a{b=_(3+')

o c=4

D’ou

f@)=(G-D[2*-B+i)z+4]

f(2)=0z=1ouz’-(3+i)z+4=0
A=-8+6i=>6=1+3i
Zie 3+i+1+3i

2

Sc ={l;1-4i; 2+ 2i)

=2+2 et z
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b/

2+21=2(l+i)(l+1)___2.21= = 2+21=2 & o (2+21

=r
=i (=iXi+)) 2 =N l—iJ'z(Z”)

est imaginaire d'oi OB L OC  Par suite OBC est rectangle en O

(a+5—8.)+(_07+0-—(ﬁ:)5 Argj—:-k Argi—:[Zn]

= Arg(2+2i)+ Arg(1-i)(27)

E_}_%(z;;) =[04):Bissectrice de [53,07‘]

=0(27)

d)
(0B) L(0C)
(CD) L (OC)

}: (OB)//(CD)

BéC=%=OéD

OB=|z,|=2V2#CD=0C=[z| =2
OCDB est un trapéze.
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EX22:

1)z=1ez'=1.¢"
Les solutions sont :
2kn

z, = e * aveshe {0,1,2,3}

iz 3,'1
z,=1 ;z,=e?=i;z,=€"=-1 ;z,=€¢ 2 =i

\3 .\ 2 .
z—i z—i zZ—i
2)(5)3 — | t = | - |+1=0
zZ+1 zZ+i zZ+1
z—1i
zZ+i
L’équation devient : £+ +1+1=0
(-1) est une solution d’ou :
P+l +t+l=+IXC +bt+c) = +(b+ 1) +(c+b) +¢
b+1=1

’ ) b=0
En identifions on aura :{c+b=1 a{ :
c=

Onpose [ =

c=1

D’ou
P+l +t+1=0+1) +1)
C+P +1+1=0 @+ +1)=01+1=00uP +1=0t=-lour =—1 < t=-lout=—iout=i

-l=z——’.C:>tz+li=z—i<:>(l—t)z=i(l+t)<:>z=i(ﬂ).

z+i 1-¢
pourt=-1->2z=0
. .(l+i)
pourt=i—=>z=il —|=-1
1-i
; .(l-i)
pourt=—-i—>z=il— =1
1+i

Les solutions de (E) sont : 0 ; -1 et 1. Sc = {_l; 0; 1}

EX 23 :
a)

(E):l+z+22+..42°=0
Ona:pour z#I| l+z+2° +..+2°=

-z =0etz#1
1 n’est pas une solution de (E) d’ou : i
&Sz =letzz]




Nombres complexes CH 1 TOME2

. 2kn

Les solutions sont : £; = € L ;k € {1; 2; 3; 4; 5; 6}

n
2iZ
b) € 7 estune solution de (E)
22 4 6T &% 0% 4t
>lte "+e T+e T+e T+e T +e =4
6 &% 0% i

2iX 4z
=Re(l+e "++e "+e "+e T4+e 4o =0

2 4r 6r 87 10x 127
= 1+cos—+cos—+cos—+cos—+cos—+cos— =0
2 7 7 7 7 7

=1+ 00827” + cos47” + cos67” +cos(2x —67”) +cos(2n —47”) +cos(2r —27”) =0

2 4r 6r (Y4 ar 2
=5 1+cos—+cos—+cos—+cos—+cos—+cos— =0
7 7 7 7 7 7

2 4r (Y4
=1+42| cos——+cos— +cos— |=0
7 7 7

2r 4 (Y4 1
= C0S—+COS— +CO0§ — = ——
7 i 7 2

EX24:

1) an+| _bn+l — (a—b).Zak.b"-k
k=0

Dod 1=z =(1-2))1F.2"* = (1= 2"+ 4
k=0

6

= —eii [Zi sin g] Dapres les Formules d’Euler.

o
1-e® = -2jsin g.e 2

3)n2l;0£2kn ke
S=1+00s6+cos20+
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a)

§+iS'=1+(cos@+isinB)+(cosO +isin20) +......+ cos n +isin n
S+iS'=1+€% +e* +

D’aprés 1)

comme €° # 1 car 0 # 0(2r)

Alors

i0(n+l)

2i0 in6 =l‘e

1+&? 4% 4

i6

Par suite :

b)S€lRetS'elR
d’apreés 2)
. i
1-€” = 2isin—e?
2

1= inho ZISIn[@]e{(ﬂ;‘i)

D’ou

1=t 2 2 n, ..n
= e =—" 7 cos50+zsm§6

(]
I-e sing sin —
2 2

S =Re
( 1-¢€*

l_e«mw sm(—
)= N
2
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EX 25:

z,=l—i et zg=3+i S MQE) M) tg:z'=2"-4;
Da)
A'=f(A)<::>z.,,=zi—z‘4:>z_4.=(l—i)2-4(1—i)=>

B'=f(B)=>z, =z; -4z, &z, =(3+i) —4(3+i):> (Rque:A'=B")

b) Soit M (z,) et M,(z,)
S(M\)= f(M,) &z} ~4z =2} -4z, & (2} -2})-4(z, - 2,) =0
< (2 -2,)(z +2,)-4(z, -2,)=0& (2 -2,)(z,+2,-4)=0

Z +2z,

@2z -2,=00uz+z,=4&2 =2z, 0u =2

Soit « L » le point d’affixe 2.
JM)=f(M,)= 2z, =z, ou

M =M,oul=M*M,
M =M,ou M,=5,(M,)

Z,+2z
! 2=ZL

2) z,=-

a) OMIM’ est un parallélogramme ssi

OM' =Ml & z2'=3-z62 -4:=-3-z67°-32+43=0
b) -3z+43=0

A=9-12=-3 5 §=if3
. . B=ide/3 . 3+i3

Les solutions sont : z =T et z"=
3)

a) z'+4=:7 -4z+4=(z-2)° =>|z'+4[=|z—2|2 et Arg(z'+4)=24rg(z-2)(27)

2,=2%z,=-4

) Mecu.2)=m =22 z-2 =22+ 4=4= KM '=4= M' e C(K.4)

)2, =8-3Iz, +4=-3i = (z, +4) = 3(cos(—%) +i.sin(- %))
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|z'+4|=3

f(M)=E¢>z'=-4—3i¢>z'+4=-3i<:{ P
Arg(z'+4)§—-5(27r)

lz-2 =3
o T
24rg(z-2) = -2 2m)

[Iz—Zl =\3
[ —

Arg(z-2)= —%(rr)

e z-2=3" ouz-2=3" & z=2+Be Couz=2+y3c"*
L’image des points C et D d’affixe 2+3e * er 2+3¢"* par f est le point E.

- (V2 .2 3.3
zC=2+\/§e =2+3 _—ITJ \/5 \/-2_

.5 (
Zo=2+\/§e3‘ =2+43 -£+i—z =2-—+i£
L2 2 2 e

EX 26 :

2,=2z,=-Lze=i  fiM@) M) g z'=23

z—2i

_zc+l_z+l l+z
2.-2 i-2i i

-aﬁ”(CA =2, =2 =

aﬂ(BC')— 2o —Zy =

-1+ s |20 ==1+i

= CA = BC'= ACBC' est un parallelog ramme

b) f(C") = CQ +2 =iz +l =iz +2 & 2. =1L=IT'

1+
v -T= —l+i (Cl+ixl-i) -li
1+ 21+i) 2(1+1Xl -i) T4

est imaginaire d’ou CB L CC"Par suite le triangle BCC" est rectangle en C.
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z+1
z-2i

Arg(z") = Arg( )(2:1)

- (m:m)(zn)
- (me—B)(zn)

3)
a) z’ est un réel strictement négatif si seulement si : Arg z'=7(27) < (m AA_ﬁ) = 7(27)

< MA et MB colinéaire est de sens contraires.
L’ensemble E=[AB]\{A,B}.

b) z’ est imaginaire non nul Arg z'= %(z) o (WAATB) = %(n)

F est le cercle de diamétre [AB] privé de A et B.

c) M'eC(0,1) c>|z1=1%=1o AM = BM
G est la médiatrice du segment [AB].

EX 27 :z=e'°-i;ae[o,§[

)z,=z=€°-i e z,=z=€¢"+i

OMNM'’ est un parallélogramme ssi

_OW=0—M+5AT©aﬂ'(OW)=aﬁ’(07)+aﬁ’(le')@z~ =z4+zz, =€’ +e® =>
Danscecas: OM =OM'=|z| d’ot OMNM’ est losange.

2)
a)

o . _ ey, ’ O‘J . =
z=¢e" —-i=¢€e" +e p =e .| 2cos §+-Z D’aprés

formules d’Euler
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d’ou

0 n
b) ;=2ms(2+£)e{z “
2 4

c) OMNM’ est un carré si seulement si Z est imaginaire pure
¥4

@Arg(gJE%(n)@O—§=%+lm ,keZo0=(k+)r , kel
V4

oree[og[ d'ou

dz, =€®-i=1-i ; z,=2cos0=2 ; zyp =€ +i=1+i

EX 28 :

, z+3
z'==
z-1

_l+i+3_4+i

1+i-1 i
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2)z= 1+2¢¢

.
a) AC=|z.—z,|=|2¢5|=2

b) (E : E) = Arg(z. -2,)2n) = Arg(ZeiE )27) = %(27!’)

0Cel(42) e (&fﬁ) - +%(27z)

— “iE % [4 + Ze-l;
d) _Z%c*3 _1+42e *+3 4+2 ¢ _

z](C) - 2_-1 X ]
L 142e ¢ -1 2e ¢

)elz =[2 -O-e—‘z ]elz =2eiz +l=2z,

2
D’ou f(C)=C _

3)a) (;‘1)(2'-1)=(5-1)[§"j —1J=(E+3)—(E—1)=4

b) AM.AM " =[z = 1|z~ 1|= [ ~1]|z-1] =[z-1]}=-1]= [z -1)(z*- )| = |4 = 4

) Mef(A2) S AM =22 AM' =4 AM'=2 S M'e(4,2)
D’ou I'image de (¢) par f est lui-méme.
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EX 29 : a=‘/54*'+:"34“

2, =6+6i A4,(2,) z,=a"z,

1)z =az, =6(l+i)[‘/§4+l +i$]= 343iV3= |7 =3+43i3

=

LR WCTLE L REY

z,=a’z,=a’(az,) =

2) et 3)

7

4) on =2, =6+6i
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EX 30: f:M(z)> M'(2) tq:z'=i ;220
S z

1)
Mestinvariamparf@f(M)=M<:z=i¢:>z;=l@]ziz=|<:>lz|=l<::>0M=l<:>Meg(O,l)
z

L’ensemble des points invariants par f est le cercle £(0,1)

2) i'=l=LeIR D’ou O, M et M’ sont alignés.

z zz |of
OM.OM " =[e] 21 = sl =|z,.ﬁ=|,|.ﬁ=,
3)a) z, =42, =2+2i;2, =2-2i; 2, =2
A=|z, -z, =|2|=2:>Aeg(1,2)
[B=|zy-z|=2 =22 Beg,2)
IC=lzc ~z|=[-2|=2= Ceq(1,2)

=-1€lR=>A'B'et A'C' sont colinéaires

Par suite A’, B’ et C’appartiennent a une méme droite A.

x‘.=x,.=xc.=% D’ou A:x=-i-

A TER T A

1 I z-2| 1 |’ -2 |
= < e

” lz 2' 26 (z-2|=2

b)Me()=|z-2|=2& z'—% =|z] e M =0M" avecJ(%)@M'emed[OJ].

Donc I’image par f du cercle ¢ est la droite médiatrice de [0J]




Nombres complexes CH 1 TOME2

z,=1;¢§=4(4,1)

R4
'—
) 2z=2 zp=l+e’ z,=1+z}

1)a) AB=|z,-z,|=|e*|=1 D’ou Be()

2 " 24 J(zn) = Arg[e'g)(Zﬂ) = %(27: )

Z, -2

by (F:,«Tﬁ)zmg(

x X X X x x X
i- i= | = -i~ Tz is 3 [3
Or z;=1+e? =e‘.[e‘ +e ‘]=2cos—6-.e° =V3et = Zg—-z,=z;=3e

X
= I 3elR
To& D’ou 4B et AE sont colinéaires par suite A,B et E
3
e

sont alignés
iﬂ =3z, =3z, = AE=3.4B (Voir figure.)
B
M(z);z#1 M'(z")avec z' =1+ 2
1) Arg(g) E(m:m)(h‘)
2)A, M et M’ alignées si seulement si AM er AM" sont colinéaires
1+2% -1 2

'- ’
Z 724 est unréel est un réel & -— est un réel
z—3, z-1 z-]

<«
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|2.] =1
< Arg z, = =4 n(Sz)
2 -6

3 Sn e
3)2 l[zﬂms) 'J _e{-.T»s:J 8 (’; 6‘] T :‘)

=e"e =-e =-z,=>M,  =5,(M,)

Et comme M, e({) Alors M,.s et M, sont diamétralement opposées.
4 S5z x Snx x Snx
4z, =e'(?""”"?) == '(2 6 ”) _ellong'(z 6 ) "6 ) _

n+l
(srews?)_ for2ms) _ ot {352)
5)z, =e =

n+d =€
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2%
=g iz mg
K =Dz =€ .z
—i s
zml =e ‘zn+4

4

n+4

(0—/"1,'01‘4,.4)’-' Arg(i;”-J(Zfr) = Arg(e'zig)(zn) = -2T"(27z)

x
2i—
3

n+4

(OM,,.“OMM) = Arg(i’-](Zn) = Arg[e_ ](27:) = —27”(27”

(OM,,,,O_M,,.) = Arg( Zn

)(2::) = Arg(e‘%]&z) = -27"(2;:)

z

ne+8

Et comme M,, M, , et M, , appartient & (¢) alors le triangle M M, M, , est équilatéral.

n+8

EX 33:
n+2kr

1) z'=-1ez'=¢" Les solutions sont : z, =e'{ s ] Avec ke{0,1,2,3}

R )
Ti— -i—
z;=e ‘=e ¢

2)0#kn:keZ
0 .
[ _ i i : e’ +1)i
z—+',=e‘0<=>z+i=ze'°—ie"@(e”-l)z=i(eﬂ+1)¢>z=( - )
z—i P
20 & ¢ K
Or ®+1=c?|e?+e? =(2cos2)ez Euler 0
2 (e +l)i ]
= =

e 0 9 L 2]
: .(e'2 -e I2J=(2ising)el2 ‘ ’g(f)
2

3) 1 n’est pas une solution de (E)

(z+i)' =~z -i)* @(Z—'H:)‘ =-1 @z—ﬂ: e‘e ouz—+':=eh% ouz—-’-l:=e_u;: ou z—+':=e—'§
z-i z—i z—i z—i z—i
Les solutions sont :
g =L s & T
gZ
8
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EX 34 :
1)

M) =Moz=z6" cr6iz=iz-17 27
1—Z
<:>xz+yz=i(2iy)<$x2+y2=—2y¢>xz+y2+2y=0®x2+(y+l)2=1

Donc L’ensemble des points invariants par f estlecercle () de centre A de rayon 1.

=i(z-;) en posant z = x + iy

- "z i = —

Z4ilz-i)=| —<+il[z-i =—iz+iz+1=1

2) o (z+i)(z-i) (l._z J( )
b)

AMAM [z}~ z,|= | 2+ <[+ -1
=le"ilfz-i]= |+ iz -] =]y =1
-(z'+i)(;-i)=1:z'+i=;'=>Arg(z'+i):—Arg(;—i)(27r)
Z—1
= Arg(z'+i) = -Arg(z +i)2n) = Arg(z'+i) = Arg(z+i)2r)
:(ajm-)s(;:m](zn):(mf&}(;:m)zo(zn)

:(mfm)zoan)

D’oti AM et AM" sont colinéaires et de méme sens par suite : M ' [4M)

3) a)

iz = - = i
=’ &=’ iz=ie" -e® 757 —
1-z i+e
x x 0 x 0 x 0
g i (Z+2) | H=-2)  -uZ-2) 0 n«n
Ori+e’ =e?+e’=¢ 412 .[e 42 4e 42 ]=2.cos(5--z}

2kn 2x 4ax
peudu j== ==
b) =12 =€ les solutions sont z, =e 3 ke {0,],2} =S¢ ={l,e Je? }
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ix Iu
')3=|©z'=1 ou z'=e‘_’- ou z'=e?

2 12 2 12

EX35: aclR; (E):22 +a(l-)z—-ia* =0

1)

A=a*(1-i)’ +4ia*> = -2ia* +4ia’ =2ia* = 6S=(1+i)a

—a(l-i)-(1+i)a __
2

Conclusion : les solutions sont : z, = %(I -i) z = —l[tg(i) + i] et z; = —l[tg(s—”)+i]

-a(l-i)+(a+i)a =i
2

Les solutions sont : z =

2)

a) Z,=2+z =2-a z,=2,=ia
ACBD carré de sens direct d’ou :

lz -z |
[CA:CB |z, -_zC|=|z,, -z z:—zz %

—_—A _E <> — e =£ L=
(CB,CA)_Z(M) (CB,CA)_Z(Zn) Arg[z,—ch_n(z’t)

et z,=

2

Zp —2¢

Dz,-z.=izg—izp S (-)zp =2,-izg & (1-i)zp =2-a+a & (1-0)z, =2<:zc=%
—i

<> |z, =1+i| Donc C est un point fixe.

b) Soit L I’ensemble des points D lorsque a varie dans IR
ACBD estuncarré =CD=CA+CB =z, -2, =z, -2, 4 2y =2
Dzp=z,+2, -2, =z, =(1-a)1-i)

Soit w le vecteur d’affixe 1-i; 3(_:) aff (OD)=(1-a)aff w= OD = (1- a)w

D appartient a la droite A passant par O et de vecteur directeur w(A :y=-x)

Donc LcA (1)
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Réciproquement soit D un point de A =D(x,-x)=> Zp=x.(1-i)
Montrons qu’il existe un réel a tel que ACBD soit carrée direct (avec z4=2-a et zp=ia)

AC=4D BC=BD

A

ACBD carré direct <4/ —« . T et —_—f P
( AC,AD)=-2— BC,BD |--5

P
Z.-2,
oZ,=x-1 et Z,=i(l-x) en posanta=1-x

©Z,=2-a Z,=ia

Donc Ac L (2) ()et(2) = L=A
Conclusion : I’ensemble des points D lorsque a varie dans IR la droite A y=-x

EX36:

1)
02 =23z+4=0 A'=-1 §'=j

Les solutions sont: z'=+v3 +iet Z"=\/§—i

b) IZ'I=|ﬁ+i‘=2—>z'=2[?+%i]=2eﬁ’ et 2"=

2) U=%[(l-i)+\/§(l+i)]

a) Ul=3+i
b)

Ut=2% & U=v2e" oul = —/2¢"
Re(s/felE ) = \/'Z-cos% >0 et Re(-\/fe‘?i ] <0 JU=v2e7

Oor U= %[(l +J§)+i(J§-l)] —Re(U)>0

Dol  U=+2¢" U =\/5(cos%+isin%)

) U=VE(sosZrisinZ) et U=1[(1445)+(45-1)

12
D’ou :
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V3-1
22

12

3) P(z)=2 - 23 +i).2 +4(1 +i\3).z - 8i
a)
Soit a € IR

ia solution del'éq P(z)=0 < P(ia) =0
< -ia® —Zaz(\/5+i)+4(l+i\/§)ia -8i=0
= (2a2\/§—4a\/§)+i(—a’ +2a’ +4a-8)=0
20°3-4a3=0 (1)

o> <et
-’ +2a’ +4a-8=0 (2)

E= 2J5a(a—2)=0c> ou Or a = 0 ne verifie pas (2)

et a = 2 verifie bien (2)
d’ou 2i est une solution imaginaire de I'équation P(z)=0.

l;)iest une solution de P(z)=0=> P(z) =(z -21')(22 +bz +c) =2 +(b-2i)z* +(c - 2ib)z - 2ic
b-2i=-2(V3+i)

Identifions : on aura : {¢ - 2ib = 4(1 +i~/§) =Y {:’:fﬁ
=2ic = -8i

D’ou P(z):(z-2i)(z2-2£z+4)
P(z)=02-2i=0 ou z22-2V3z+4=0
(2=2i

ou

D'aprés 1) e>{z=3+i Sc={2i;\/§+i;\/§-i}

ou

(z2=V3-i
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4) ZA=\[§—I' ZB=\/§+i

a)

b)
*aﬂ'(O—(_.’)=zc=2! et aﬂ'(A—B)=z, —z.=2i

D’od OC=4B =>OABC est un parallélogramme (1)
*04=z,|]=2 0OC=|z|=2 =[04=0C] (2)
(1)+(2)=>OABC est un losange.

EX 37:

T
l) ae [O,E]

1) (ez‘“ + 2e' )2 = (ez’“ —2ela )2 = gelia

2)22_( 2ia+2ela)z+2e31a=0

A=(e2la +2e:a)2 —8e™a =(eZIa _2eva)z 55 =e¥ _2gk
Les solutions sont :
(ez“ +2€“ )- (e"" -2¢"° )

Z2'=

2

Iz, =ezia » Zp =2e

CH 1 TOME2




Nombres complexes

CH 1 TOME2

2) I=4"B'
_Zrt2 =i(z,,—z,,)
2 2
- A aﬂ'(b?)
Z,-2, aﬁf‘(—

2, _H(z,-2,) _ i

2Azy-2,) 2

a) z,
Zp—2,

b) est imaginaire pure d’ou (0O/) L (4B)

4B)
D’ou (OI) est une hauteur issue de O au triangle OAB.

- _i’=l D’ou 01=%AB.

AB |z,-z,| | 2| 2
EX 38 :
na e[O,Iz]

)zt —2e%z+2e¥ =0

A' eZia ) 2e2ia

Les solutions sont : Z' =€ +ie” =(1+i)e” et

2) z'=(1+i)e" =\/5e‘§.e“’ =

et

1) z, =(1-i)e®

et z"=(1-i)" =2e 1" =

2ia

=—€e

- 6'=ie"

z"=(1-i)e"

ia-T)
2"=2e *
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Z _(+0e” _1+i_ (A+i)} 2
Y T U-0e® 1=i (-ixl+i) 2

M:—:i est imaginaire dot OA LOB (1)
aff (04) 2,

——Ha; ‘:-|a|z,|=|z,[ <04=08 2
A

(1)+(2) = OARB est rectangle et isocéle en O.
2)

a) (1; : E) = Arg(z, - 2,)(27) = Arg(ie” )(2x) = Arg(2i) + Arg(e®)2m)== + a(2r)

b) Soit A:y=x
(AB)//Aa(a:ﬁ)s%(ﬂ)aa+-§=§+kmkez@»a=—"4£+ImeZ

Comme a €[0,7] d’ou a =3T”

Conclusion : (A4B)// A si seulement si a =3T”

{3z =

x 3 x x
c) Pour a=3—:— Z,4=(l-i)e3"=w/§e 4 J:ﬁel‘
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EX39:
06[0,%[ (E):iz* +6sin0.z-9i=0

1)
A'=9sin’ 0 +9i* = -9+9.5in>0 = -9(1 - sin’ @) = ~9cos>  — &' = 3icos b

2) Z'= —35m04.-31cos0 =3(cos@ +isinf) et z"= —Salni -~ Sfessd =3(—cos@ +isin )

wz'=3e" et z"=3[cos(r —6)+isin(z - )] =3¢

2)z,=3i ; z,,=3(cos@+isinf) ; Zyy =3(—cos@ +isinH)

3 2] =zi|=lzus| =3 = 04=0M,=0M, =3 Doy AM .M el
b) Ona OM, = OM, donc OM,AM: est un losange ssi :
O_M; =M—314<:>z, =z,-2, < 3(cosf+isinf) =3i—3(-cosf +isin )

> cosf+isin@=i+cosf@—isinf < 2sin@ =1<> sind =% avecee[o.g[coa

3) iz'+3J3.2-9i=0 On pose ¢ = z* I’équation devient :
i +331-9i=0 5> A=-9->5=3i

30 (1 5) ey 15

—+—i ——+—i
2i 2 2 2 2

2

( ,‘f E 7"1
l+?’)®22=3e3 ¢:2=J§el° ou z=+f3¢ ©

\

(—%‘*:?i]@ zt = 3e215 & z= \/gei; ol 2= \/Ee“S
\

Sc ={w/§eiz;~/§e7i3;\/5ei3;~/§e“3}
() ) o) (s
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ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME2

QCM
¥ o = S(AC)OS(AB)

1 .3

) 4.2)
2)Si48) "Stac) =idp
y f= S(AB)

4) f(O) =0
s f°f°f =idp
Vrai Faux

1) (Faux)

En effet : une symétrie orthogonale d’axes A fixe tout point de A
2) (Faux)

Une translation de vecteur non nul est une isométrie sans point fixe
3) (Faux)

Une symétrie glissante laisse globalement invariant son axe.

4) (Vrai)

S, °S, est une translation si A//A",

Sa°S, est une rotation de centre I si ANA'= {7}

5) (Vrai)

Eneffet : f fixe le point A d’oul f est soit I’identité, soit une symétrie
orthogonale d’axe passant par A, soit une rotation de centre A.
Comme f(B)#B— f #id

D’ou  est une rotation de centre A ou symétrie orthogonale.
f(B)=C:f=';A;; Ouf:SA avec A=med[BC]

5)
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EX1:
1.0n marque le point [ intersection de (AB)

etA
2.0n trace la droite (IA') qui représente

I’image de (AB) par Sa
3.0n marque le point j intersection de (A’B)

et
4.0n trace la droite (JA) qui représente

I'image de (A’B) par Sa
5. (AB) et (A’B) se coupent en B alors leurs

images (IA”) et (AJ) se coupent B’= Sa(B)

Y K

EX2:
(G4~ B+ GT')- (G + G5 +CC)

0 0

Soit I le point de [Oy) tel que : Of = MN
OA+0OM =0
X4:

P=A*M = 0P =
Q=B‘N=>O_.Q=OB;0N
S, =5°s T=g50°
=00 -0P i -l
i +t A=A, > f=id >

_OB+ON-04-0M =821 s

— f est une translation
— ' est une translation

PO =(4B+0i)

« A NA, ={I}
— [ est une rotation de centre |
— [ est une rotation de centre |

EX3:

Ona: GA+GB+GC =0 2)
' ' ' N ,"AI=A2__)./'=./‘-l
Dou: GA'+GB'+GC'=0 "WLA, > f=f-
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Désignons par « O » et « O’ » les centres respectifs de (C) et (C’)
W : le centre du losange IAJB alors W= A*B =[*] = 0*O’

= L’image de la droite (AJ) par la symétrie S, est la droite (BI)

et = L’image du cercle (C) par la symétrie S, est le cercle (C’)
D’ou §,(M)=0
De méme S, (N)=P. Par suite W= P*N = Q*N

=PQNM est un parallélogramme.(1)

Sion(4)=B
Soon() =1

>:> S0y (Al) = (BI)

or S00y(C)=(C")

D’ou S4,,(P)=Q. De méme on montre que : S,,,,(N)=M
Ce qui permet de conclure que  PN=QM (2)

(1)+(2) => PQNM est un rectangle.
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2) voir figure

$:08; (A) = S,(C) =C o =
Szzosll (1)=SxK)=F t,qc (A ) C

S:08, (L)=Sy(J ) =E tA_E(I) =F
t _(L)=E

$,0S; et !5 sont Deux isométries qui coincident sur trois points non

alignés C,E et F Donc sont égales D’ou S,°S, =t;5




ISOMETRIE DU PLAN

EX 7:

Désignons par [=B*C et A : la
médiatrice de [BC].

EX8:
JS(4)=4
/(B)=C
J(©)=D

1)
g(A)=3S,

(AC)of(A) o S(AC)A =4
g(B)= S(AC)of(B) = S(AC)C =C
8(0)=5,,0,°(C)=5,,,D=B
I=B*C=g(I)=g(B)*g(C)
>gl) =C*B
=>g(l)=1

CH2 TOME2

AL(BC)d’ou  S,.°S,=S, :La
symétrie centrale de centre I.
Scac) S (4) = Siac)(A)=A4"

=S5,(A)=A"=>1=4*%4"
S.ac,)°Ss(B) = S,5,(C)=C = I = B*C

D’ou ACA’’B est un parallélogramme
et comme (AB) L (AC) Alors
ACA’’B est un rectangle.

)8 # id car g(B) # B alors g est une isométrie, différente de I’identité
et fixe deux points Aetl dou g=35 Al
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EXO9:
1) S(AC)OSA =t2-B—i car A//(AC)
SiinSeacy =1, avec {H}=(JK)N(BD
2)
f = (S(AC)OSA )O(S(K.I)o (AC))

o [e]
I =tg
f o tzﬁ
3)

onaf = !,55 donc pour que f
soit la translation de vecteur B/ il
faut que 2BH = Bl

S H=B*]
SJ=A*B

EX10:
Soient M,(z,) et M,(z,) d’images
respectifs M (z') et M',(z',) par f.
Ona:
|z'2—z'|| =|i(zz _ZI)I

=|il.|z. -z

=|z, -z}
/ conserve la distance = f est une
isométrie
*Déterminons I’ensemble des points

invariant par f.
fM)y=M < z'=z2

CH2 TOME2

Siz-l-i=ze z(i-1)=1+i

i+ i
Sz=— z=-i

i—-1
D’ou f laisse le point I d’affixe (-i)
comme unique point invariant.

Par suite f est une rotation de centre I
Soit M #i f(M)=M'&z'=iz—-1-i
!+ :
S z'+vi=i(z+i) e z f=i
zZ+1
24 _ ef;—
z+ i

(IM ,IM ") = ’;—(n)
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M|(x|sy1) Mz(xZ’y.’.)

1) Montrons que f conserve les distances '
M' = f(M,) M —f(M)
L =1- V2 +—

e ﬁ*f f”' . f

M'l(x'l’y'l)tq 1 et M'y(x',,y z)’q \/_
L =1+ 2+— —

1+J§+
R g N
(M' I‘wtz)z =(x12_x|l)2 +(y'2_y'j)2

L] o]
Jisz’zJﬁ}’n ‘/E.yle}ﬁ
| 1
=L 0e =50+ =)+ 20 =)0 =) o[ =) + 03 =) =208 00030
=(x,-x) +(n-y)’
=(MM2)2
d'ou M'\M',=MM,
Par suite f est une isométrie
' 2) a) soit M(x,y)
% = 1 1
S x=l-~/§+—x+—y
SM)=M & - 1 ‘El V2
=]
« TTURTR
- ﬁx=J2_—2+x+y
V2y=v2+x-y
s (\/2_—I)x—y=\/5—2
x—(l+\/5)y=-\/5
= x=(+y2)y+2=0
x-(1+V2)y+2=0
o x-(1+V2)y+V2=0

D’ou I’ensemble des points invariant par f est la droite A : X—(1 +\/§)y+\/ 2=0
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b) f =i SA

EX 12:

] M(z) M,(z,)
1) soient M'n(z'u) M'z(z'z)

JM)=M'\ &z =iz

fM)=M", &z, =iz,

M\M',=|z',-2
iz, - 2,)

=|i,.,z2 —z,l
=] .lz2 = z,|
=M M,
S conserve les distances d’ou fest

une isométrie.

EX 14 ;
Soit [=A*B

A

D) s([48])=[48]

Deux cas se présentent :

I“cas: f(4)=4 et f(B)=B

I=A*B= f(I)=f(A)*f(B)
= f(I)=A*B=1

zemcas: f(4)=B et f(B)=A

CH2 TOME 2

2) M(z) avec z = x+iy
fM)=M & z=iz
S x+iy=i(x-iy)
S (x=-y)+i(y-x)=0
= {x—y=0
y—-x=0
Sy=x
D’ou I’ensemble des points invariants
par £ estladroite Ay =X

3)f=SA

I=A*B= f(I)= f(A)* f(B)

= f(I)=B*A=]
2)d’apres 1) f fixe I=A*B d’ou S est
soit I'identité , Soit une symétrie
orthogonale d’axe passent par I, Soit
une rotation de centre I.

= f=id o f=S(,w)
ou f =S, avec A=med[AB]
ou S =T =5
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S,°8, = S(OB) oS(OA)

=' r —A—
(0,2(04,08))

=p =R
(0.27")

. o
pon S =57 2
(O‘T)

2) Soit C le point d’intersection de A
et (AB) et [=A*B

CH2 TOME2

(01 ,0C)=(0I ,04)+ (04, 0—(«:)[214

s il =
=—+-(Qmn)=2(n)

S,°S,=5,°S, =r

(o‘z(ﬁ:&»

3) f= Ss °R

R=8§,°§,=> S, =S3"°R
=35,=5,°R.

D’ou f = S4 = SD

=r =K
(0.335'-)
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EX15:

CH2 TOME2

1) L’image de (C) pour / est lui-méme=> f(0)=0.

_w soit ['identiteé
D'ois f est —\: soit une rotation de centre O

soit une symétrie orthogonale

2) ona f(0)=0 D'ou f([4B])=[4B].
1“cas: f(A)=A et f(B)=B
= f=id

2emcas: f(A)=B et f(B)=A4
= f=S, avec A=mod[4B]

h {f(A)= B
f(B)=cC

[ est une isométrie sans points fixe d’ot f

est soit ; une translation de vecteur ¥ non nul
Soit une symétrie glissante.

AB # BC d’ou f n’est pas une translation,
par suite / est une symétrie glissante.
2)a)f(I)=1 IeP.

med[4B]# med[BC]

D’ou f n’est pas une symétrie orthogonale.
b) f fixe un point I et f n’est pas une
symétrie orthogonale d’ou f est une rotation
de centre I car [ #id

(*) IA=IB et IB=IC
I : le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC

=r
S 2

vl
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CEX17:

Rttt A ittt

Soit W=A*B

1°cas: (4B)LA ilestclairque f=#id
q

*f - tTa

ou

*f=r(W,x) =Sy

ou

*f=5,avec D//AetWeD

2em cas : (AB) et A non perpendiculaires.
Soit H : le projeter orthogonale de A sur A

*fzt,Tj

=Sy
Ou
*f : la symétrie glissante

d’axe D et de vecteur HB
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B (o}

1)a)ona: f({4.B.C.D})={4,B.C.D}
Le point I est équidistant de A,B,C et
D = f(I) est équidistant de A,B,Cet
D=f=1
b) s fixe le point Id’ou f est soit

I’identité, soit une rotation de centre I
d’angle non nul, soit une symétrie
orthogonale d’axe passant par I.
2)

o f(A=4Aet f()=1]

Comme f n’est pas une symétrie

orthogonale alors f =id,

e f(4)=B donc f=#id

Par suite / est une rotation de

centre | d’angle 0= (I4, IB)(27)
/4
0=—|27
[21]

CH2 TOME2

e f(A)=C donc f=#id
= f est une rotation de centre I

d’angle 6 = (/4 .IC)2r)donc
6=r(2x]
D’ou f =5,
e f(A)=D donc f#id
= f est une rotation de centre I

d’angle (74, D) =12’i(2z)

3) f : symétrie orthogonale.
o f(MH=4cet (=]
= f=Su
e f(A)=Bdou f=S§, avec
A, = mod[ 4B] = mod[CD]
o f(A=C
f =S5, avec A=mod[4C]
S =Sus
e f(A)=D=f=S§, avec
A, =mod[4D] =mod[BC]
4) I’ensemble des isométries qui

laissent globalement invariant le carré
ABCD sont :

{'dp;'},z,;r(, i);S,;S(M,;S(,,);SAI;SAz }
&5

2
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b) f fixelepointGet J #Id gou s
est soit une symétrie

orthogonale d’axe passant par G soit une
rotation de Centre G.

(*) on suppose que f* n’est pas une symétrie
orthogonale.

8 sfid)=A'+f=F_,

.3)

B\—/C ‘f(A)=B'_’f='ZG.x)=SG
: SO=C =,

- (*) on suppose que f* n’est pas une rotation.
1y GA+GB+GC =0 o f(A)=A'—> f=5, avec =mod[AA]

= GA'+GB'+GC'=0 o f(4)=B'-> [ =S, avecA,=mod[4B']
D’ou G : le centre de gravité du triangle i
A’B’C. e f(A)=C'—> f=8§,, avec A, =mod[AC']

2) f({A,B,C})={A',B',C'} Conclusion :
a) f conserve les le centre de gravité {
fe

= f(G)=G

EX 20 :

r

T -,;SG;SA.;SA;SAJ}

(G.%)’ G5

C

1) Soit G : le centre de gravité du triangle ABC. Ona: f(G)=G
En faisant un raisonnement analogue a celui de I’exercice N°18

fe 'dp;r.za ¥ e A Seed See
((.I.T) (G.—)

3
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2) flABC)=(ACD)

a)g=38,,°S

I'image du triangle ABC par f est le triangle ACD. d’ou I'image du triangle ABC par g est le
triangle ABC.

g : laisse le triangle ABC globalement invariant
b) d’apres 1)

ge {id,,; );G i’!,; ':G 2n .; Si161+ Staer’ S((‘G)}
"3 "3
eg=id :DSM(.,°f=id
=>f=s(m
*g=5,5> S(AC)of =Si46)
= =800 "Sua6)

=>/=r
S (A.%)

eg= s(pm =>f =Su(')°swm
= =S5, avecl = A*C
°g=S: =/ =S(AC)°S(CG)

= ’;C.:i‘—)

— — o
0 g=r . =84 2
@ xS

- p— -]
og=r . [=85.°"_ .1
((u.——l—) (G.—J-)

Rq : on montrera dans le chapitre suivant que pour les deux dernier cas : f est une symétrie
glissante que I’on caractérisera.

EX2]:

) f =S(BC)°S(CA)OS(AB)

Sicn°Samy =52 Sy

= Sia0) Sica “Scam = Siaer Sa " Scany
= [ =(860)°Sa) Sy

Siac)*Sa =ty car AMN(BC)

S o
pou S = Loz " Sam)

D) Sic,°Siam =S, f est la symétrie glissante d’axe (AH), de
Car (4B) L (AC) vecteur 24H
5,°S, ., =S, = A est la perpendiculaire &

(AH) en A. donc A//(BC)et A€ A
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1)a) [AD] est un diametre pour (C) => le triangle ABD est rectangle en B
Par suite le triangle ABE est rectangle en B. De plus CA=CB

= c: le centre du cercle circonscrit au triangle ABE

= CB=CE C=A*E

b) C=A*E
le triangle ADC est rectangle en C car [AD] diamétre de (C)
on a donc :
C=A*E
{(DC) L(AE)
D’ou (DC) est la médiatrice du segment [AE].
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2)
f= s(nu)os(lx‘)
g= S(AC)OS(AB)
a) f est la rotation de centre D d’angle 2(DC, DB) s%”(Zn)

T " =r
d’ou i (D.227) de méme & (A 2_”)

3 ’3

b) /' =5,"Suu0) =7 2 doll A=(DC) car De(DC)er (mims%”-(za)
"3

g= S(AD)OSA' = '; 27 A' : la perpendiculaire a (AC) en A.
3

c)
A'1L(AC)
[ ]

A L (AC)
° f°g=S§,° (AD)OS(AD) °Sa:
id
=5,°Sa car A/ A'"et (AC) L A

=l

}=>A//A'




DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2

QCM .

1) r.0S, est une symétrie centrale
2) Un déplacement qui fixe deux points distincts est I’identité
3) La composée de deux symétries glissantes est un déplacement
4) Sper . : symétrie orthogonale
( 3

5) SioSs=ty

VRAI ou FAUX:

1) vrai : la composée de trois symétries orthogonale est un antidéplacement
2) vrai : symétrie glissante n’a pas de points invariants
3) faux : gof(/)=/ gof est un antidéplacement qui fixe un point = go f est
une symétrie orthogonale
4) vrai: f=t,08,=S,01, ['=s.0t =t o0s,
5) faux : f(A)=C
f(B)=D
AC # BD = fn’est pas une translation =S¢ avec 0=A*C
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EXI : {f ieep
f(A) =8B
ffixeoet f#id d’ou fsoit une symétrie orthogonale d’axe A=med[AB] soit une

rotation de centre o d’angle a =(04,08) [21]

EX2 :

1. AD=BC et A#D d'ou il existe un unique déplacementy tel que {‘p( J=e

oy=c '@

De méme il existe un unique antidéplacement y tel que {W:D)) & med[AB]#med[DC]

=y n’est pas une symétrie orthogonale
=y est une symétrie glissante
c
S(A)= £=S,
/(D)=8B

De méme : il existe un unique déplacement ftel que {

g(A)=C
Et il existe un unique antidéplacement g tel que {g(p)= B (g : symétrie glissante)

Conclusion : il existe exactement 4 isométries qui transforment le segment [AD] en [BC]

2) le triangle BCO est ADI ne sont pas isométriques ( AI#BC ; AI#BO et AI#OC) d’ou il
n’existe aucune isométrie qui transforme le triangle BCO au triangle ADI

EX3:
1) S,08.05, est un antidéplacement qui fixe le point A donc c’est une symétrie orthogonale

d’axe passant par A

2)Si(B)=B* ;Sy(B’)=B’ : S;(B’)=E

3) 8,08, S, est une symétrie orthogonale et 5,085,085(B)=E = 5,085,058 =5, avec
A=med[BE]

AB = AF
l)ona:{ ——— d’ou F=r’(B r'=
) (AB,AF)Eg(Ztt) (=) f

2) D=A*G=>(AD)=(AG)=>S(A[))O S(AG) =Id et S(AC)O S(AE) = R(A%)

= S(ap)0 S(aG) = S(ac) O S(aE)
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EX) :

_

1) AB=CD et AB#0 donc il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B sur D
De méme : il existe un unique déplacement qui envoie A sur D et B sur C

fet g : les seuls déplacements qui transforment [AB] en [CD]
(4B)11(CD)

2) a) {f(A)=C
f(B)=D

fest d’angle (Q_B.,—C_D‘) =oer) = f= e

{i;; f g g est un déplacement d’angle (A_B.;D_C,:)zjz'[ 27[]

= g est une symétrie centrale, g=S; avec [I=A*D

f(B)=D

fest d’angle a tel que a E(E,@)(zn)

= fest une rotation d’angle o de centre w avec {w}=med[AC]Nmed[BD]
B {g(A)= D
g(B)=C

g est d’angle (A_B.,D_C.') =a+71(27)
= g est une rotation d’angle (a + ) de centre Q avec {Q}=med[AD]Nmed[BC)]

EX6 :
fo)=0'
f(A)=4

1) OA=0A’ et OA#0 d’ou il existe un unique déplacement f tel que {

I=2,,

f est un déplacement d’angle a = (40, 40')2x) =
. s f&)=¢"

2)
'ZA.ay(O) =0’
FpaM)=M'") = (0_M ,54) = (W,qu ) (27)car r conserve la mesure des angles orientés
Taa(4) =4

—

(BM,BM") = (BM,BA) +(BA,BM ')(27)

_—

[(W&)—(Wﬂ” =0(x) car (5[[4-64-) = (O'M'.O'A

d’ou les points BM et M’ sont alignés

2 |

1AN

4 losllsh_declie gdo.
____ BAC.MOURAJAA.CC
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EX7 ¢
1) a) voir figure

b) I'’ensemble des points M du plan
vérifiant (W.FC)E%(ZM est I'arc

[EE] contenant A, privé de B et C
c) I’ensemble des points M du plan

vérifiant (MB,MC)= %‘2’” et MB<MC

est I'arc [ BJ ] contenantA, privé de B et J

2) a)ona: AB=PC et AB#0 d’ou il existe un unique déplacement R tel que
R(A)=P et R(B)=C (4B.PC)= -;£(27t) d’ou R est une rotation d’angle (-’35)
wB=wC

b) soit w le centre de R . R(B)=C a{ = g d’ou w=J
(0B,wC) = 3(21r)

JA=JP

¢) R(A)=P @{ T

= P d’ou JAP est un triangle équilatéral direct

EX8:f=TqR

S(D)=T-R(D)=T(D)=4

4 S(A)=ToR(A)=T(C)=B

2) fest une rotation d’angle % (composée d’une translation et une rotation)

soit ® son centre f(D)=A = wemed[DA]
f(A)=B = wemed[AB] d’ou w=I et
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EX9 :
1) Comme étant composée d’un nombre pair de symétries orthogonales, f, get
h sont des déplacements
2) ABCD rectangle
S = (Sia) °Sic0))°(Sany °Sicny) &8 =(Say ° Sap))° (Sicay *Sicmy) h=(S, 15,0 0))° (Sicpy ° Sica))
f=tm s 8=5,°5 h=S8,08.=t,

f='2(€o'+ﬁ)= g=lg~= h=g=f

1) f=R,oT
a) f(B)=R,°T(B)=R,(4)= A fest une rotation d’angle % (composée d’une

translation et d’une rotation) et f(B)=A
IA=IB

d’oufestdecentre] f= s
( 3

D’autre part ona: {

(1’“5,77)-1%(27:)
IC=1D'
b) f(C)=R,°T(C)=R,(D)=D' d’ol T % -

par suite le triangle ICD’ est rectangle est isocéle en 1.
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2)J=C+C"; R =7,

(77‘:.7’6)5%(2”)

a) ACC’ est rectangle et isocele en A et de sens direct J=C+C’ d’ou jer
JA=JC=JC'

Par suite Ry(A)=C
: (AD'.CB) = (AD',DA)(27) = (AD',AD) + n(27)
)

5%”(2;:) :—:-’;—(2::)

¢) montrons que R,(D)=B
CD"= AD'
soit D"=R,(D") ona aussi C=R,(4) d’ou

(4D',CD" E%(Zn)

(CD"= AD'= AD=CB

L e o]
L(AD',CB)+(CB,CD") . 1;-(2::)

(CD"=CB
=3

T e ——, T

~—+(CB,CD"Y=—(2

L2+( ) 2( m)
CD"=CB

=4 =
(CB.CD")=0(27)

—=CB=CD"=>D"=B

D’ou Ry(D’)=B
JD'=JB
> ——= g est par suite le triangle BJD” est rectangle et isocéle en J
(JD’.JB)EE(ZH)
3) g=R,of
a) g(B)=R, o f(B)=R,(4)=C
b) K=R,)

g=r ,or , gestune rotation d’anglen = g est une symétrie centrale

1-’-i’ ”'i,

g(B)=C = g est de centre A'=B*C Donc g=Sa
g(h=R,of(h=R, (=K
= A'=1*K
=>K'=5,(




DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2

- fi=ronr, fiestun
: w'.l;)

déplacement d’angle (§+(_3—”)) =0(271)

Donc f; une translation
S(B)=ron(B)=r(0)=0 d’oufi=tpo

2) a) (B_E.m)s(tﬂ,&)(zms%(zm

(car OBEA’ est un parallélogramme)

D’ou le triangle EB’A est équilatéral direct

L=t

a) f,=to(r,ot,) rot, estune rotation d’angle 13[- d’ou f est une rotation d’angle %

b) fi(B) =t orct,(BY=105(0)=4(0)= 4
EB'=EA
na:

d’ouf,estdecentre E  Donc f,=r ,
|E~3)’

Al =—">= r
(EB'EA)=—(27)

C) fi(F)=toroty(F)=1tor(C)=4(C)=G car OB’FC et OC’GA sont des parallélogrammes
EF=FG
par suite EFG est un triangle équilatéral direct

j;(F)=G<:>r;££](F)=G¢:>‘
"3

(EF.EG)=7(2m)
d) on a : EF=FG=GE

I=0*E| L 1y _Ler dememe sk=LFG et ik=1GE dou U=IK=JK par suite le triangle
J=O0+F 2 2 .

[JK est équilatéral
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EX12:

1) r,=r =y
) T (4.%) - m.g)

a) S, °S, s st la rotation de centre A
d’angle z(ﬁ,A—é)E%m) d’our

Si10)°Sam =1
b) r,= S(AO) °S(AB) et rg = S(BA) °S(Bo)
=107 = S40,° Sian) °S.48 ° S0y = S;40) °S(50) =S,

car (AO)l (BO)

2) a) r,or(E)=r,(C)=G
b)

roor(E)=G

= S,(E)=C

=0=E=*G

¢) % =’;F.§)

="

(D--z-)

105,01, (C)=re055(E)=1r.(G)=C

r. o5, est une rotation d’angle %Hr 537”(2”) d’ou r. o5, or, est une translation

[325+%50(2n)] qui fixe le point C d’ou r.os,0r, =id,

d) 0=D*H = So(D)=H et r.os,0r,=id, > r.os50r,(D)=D
FD=FH
roosyory(D)=D = r.0s,(D)=D = rp(H)=D = (ﬁ-l"_?D)zﬁ[Zn]
) 2
D’ou le triangle DFH est un triangle rectangle et isocéleen F 0=D+H = 0D = OF =OH
Et (OF).L(DO) par suite ODF est rectangle et isocéle en O
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1) a) fIK)=R « T(K)=RU)=K
g)ET o RJ)=T(K)=)

b) fest une rotation d’angle il (composée d’une translation et dune rotation d’angleZ)
2 2

K=K doi f=r ,

est une rotation d’angle Z et g(J)=) d'ou g=r
. Sl g =g
2

2) a)gof=r

(J.%) ’;x.'—;-)
b) gof'=g)=C dou gof” =t
C) g(M)=M2 f(M)=M|

gof(M)=g(M)=M,
>t_(M)=M, d’ou ACM:M, est un parallélogramme

et (%+;2”- =0(27)) D’ou go /' est une translation

MM, = AC
EX14 :
r(C)=D
r'(B)=E
1) a) r;‘;)(C)=D AC=DA et ACH d’ou
2

il existe un unique déplacement f tel que

flA)=D et f(C =A
b) f est un déplacement d’angle

(ZE,[—)Z) = (FE,A_D.H a(2r) = %+ n(27)= %(Zn)

d’ou fest une rotation d’angle (%)
soit ® son centre
f(A)=D = wemed[AD]

f(C)=A = wemed[AC] douw=l et F
=r
2
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2)g=for

a) g=r

-
(l.—z-) (A,

( % +% =0(2r)) d’ou g est une translation

x
—2)

etcomme g(A)=D =>g=1
b) g(E)=F= for(E)=F= f(B)=F

IF=IB
d’ou BIF est isocele et rectangle en |

*f(B)=F¢{

(1B IF)= - 2n)
f(0)=4
f(B)y=F
or (AC)L(BC) (2)

(1)=(2)= (AF)|I(AC)  par suite A,C et F sont alignés
EXI15:

a=8

) J=>(AF) L(BC) (1) car fest une rotation d’angle (%)

1) a)s =bp

z -2
c=8 =8¢ }
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: { CA'=CB

b) 4'=r , (B)>
(C.o)

: (CB.CA) =7 (2m)

. a'-c
la*-c|=|b-c| i =1 P .
Ag( )=—(2n)
b-¢ 3

a'-c _T -
Ag(ch) =3 (27)

L4 n n x “°

Tpid (. ! = = B
oa'=e’(b-c)+ca'=e’(6e * -8 )+8 < a'=e¢" -8 ' +8¢ 3

S 1 B

. -1
-e })=—6+8—-i—-——+i—|=
e?) 8[2 i i Z:I

Sa'=-6+ 8(¢f3_2i3
2 2
De méme :

(4.7)

s . (C)=8"'
3

=>b'=e'3(c-a)+a

:b'=e'3 (8e—2'.3 -8)+8
= b'=8(1-i\3)
*r  (A)=C

B~
( 3)

=C'=e’(a-b)+b

= C'=7(1+iV3)

il
' : 3 ! '
¢) SN Mol 7 T, eRo O,C et C alignés
¢ 8o 3 8e '3 4 4 ¢

. 1='T”em=> O,A et A’ alignés
a

E
. = B 3 ; -_— . .
* %:8(' ’:/3) - =§e"' =T85R=> O,B et B’ alignés
%=

T
D’ou (AA’),(BB’) et (CC’) sont concourantes en O
2) a) OA+OB+OC=[a|+|b|+|c|=8+6+8 =22

b) 1+J+J2 =1+ 7 +¢3 =l—%+i§
3) a)

@=2)+(b=2)7 +(c=2)j|=|(@+ b7 +c)) -1+ j + j*)z =la+b* +¢j
1]

‘l,'! ,'.x. -21? 2,‘.!.
<R +6e Te ¥ 4Be lg 3 =|8+6e2”' +8ez'°|=|8+6+8|=22
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|+|Zz| (cours) :>|z+z'+z"|$|z|+|z'|+|z"|

c) |(a—z)+(b—z)j2 +(c—z)j| Sla-z|+|b—z”j12 +|c-z”j|
= 22<|a—z|+|b-z|+|c-2|= 22 <MA+ MB+ MC or OA+OB+0C=22
D’ou MA+MB+MC est minimale pour M=0

EX16 :
I/ 1) ABC équilatéral direct d’ou

AC = AB ey

(B) Co{ ==, {lb-a
(ABAC)=—(27:) c-a. =«
Ag(—)=—(2n)
b-a 3

e~ 5
=>—-=¢e’>c-a= e’(b-—a)
b-a

* de méme : (E) F= f-d= e’(e -d)

2) EDBG est un parallélogramme =BG =DE = g-b=e-d =>g=e—d +b
Deméme: = CH=DF > h-c=f-d=h=f-d+c
3) h-a=(f-d)+(c-a)

h-a =ei3(e—d)+e'3(b—a)=e'3 [((e-d +b)-ad]

|h-al=|g-a| AH = AG
= h-a T oDy = = n
——Jml AG. AH)=Z(2
(2) 48— )=327) (4G, 4H)=2(2)
D’ou le triangle AGH est equllateral direct
1/
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1) a) 1,oR est une rotation d’angle % (th du cours) d’ou f est une rotation d’angle %

b) f(B)=t,0R1,(B)=t,oR(D)=1,(D)=C

AB=AC
Orona:{ ——. d’ou fest une rotation de centre A = f =
(4B,4C) E%(Z:{) S g

AG=AH

2 =t,0Rot,(G)=t,oR(E)=1.(F) = ‘ol e i
) £(G)=4, 1(G)=1,°R(E)=1,(F)=H D’ou (AG,AH)E%(ZT) par suite AGH est

Equilatéral direct

EX17 :

1){f(A)=D
S(D)=C
Sfef(A)=f(D)=C=#A4
= fof#id

d’ou f n’est pas une symétrie orthogonale
par suite fest une symétrie glissante

* soit & son vecteur et A son axe

f=t,08,=5,0L
Sof=t08,08, of. =t
fof(A)=C=>2E=A_(_"=E=-;—A_("=E
f(A)=D=>A*DeA
f(D)=C=D*CeA

D’ou A=(lJ]) avec I=A*D et J=DsC

2) E=f(C)

a) C=f(D) = E=fo f(D)= E=1,.(D)=> AC=DE d’oli ACED est un parallélogramme
=CE=A4D=BC d’ou CE=CD et (CE.CD)=(BC,BA)2r)= %(2::) par suite DCE est un
triangle isocele rectangle en C et direct.

b) E=5.(8B)

¢) F=f(B)

AB=DC = f(4)f(B)=f(D)f(C)= DF = CE = DF =AD=>D=A%F = F = S,(A)
3) foS,,p, cst un déplacement (composée de 2 anti-déplacements)

S oS (A)=f(4)=D

SoSun(D)=f(D)=C

BAC.MOURAJAA.C
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S8, estundéplacement d’angle (E.’—D:C) = (ﬁ) +m(2m) = -’25+ n(2r)= _2—”{27:-)

D’ou foS,,, estune rotation d’angle ('2_”)

0O4=0D

o A d’ °
Ona: fo§,, (A)=D et {(OA OD)——(Z - ou foS,,

EX18:
1) a)t oS (B)=1,(4)=0
um(l) ’ (0) D
c) BI—OD et Bl=0 d’ou il existe un

unique antidéplacement f qui
transforme Ben O et en D

alors d'aprésa) f=t,05, donc symétrie

glissante

* de méme il existe un unique déplacement g tel que g(B)=0 et g(I)=D
(BI OD)=0(27) = g est une translation g(B)=0 = g= =1,
2) A=med[IC]; keA

a) voir figure

b) L=C+*D donc S,(D)=C

¢) lére méthode S ot oS, ))=85,(D)=C

S, o, o8, NB)=8,(0)=E (car OCED est un paraléllogramme)

Or SA(I)=C et SA(B)=E

Deux antidéplacements qui coincident en deux points distincts sont égaux d’ou
Spot oSk, =S,

2¢éme méthode : ona:
St =S °Sivey
T =Sy ©Ss
D’ou :
S, °le Sy =Sy °Siwey Sy © Siay °Sumy = (Suk) ©Sia)) ° S,
=S4 °Suk oS, card L(JK)

=S
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EX19:

a) A(1.2) a['J
*IM(x,y) o M(x',y")

tq MM'=u

{x'—x:l {x'=x+l
=Y =

yey==1_ [y'=yp-I
*R , M) M2

(A.;l

(voir ex16)

x

tq z'=ei3(z—z‘)+z,
En posant z=x+iy etz’=x’+iy’ on aura z'=%(x—\/§y+l+l\/§)+%i(\/§x+y+2—\/§)

D’ou I'expression analytique de R
(4, 7)
3

x'=%(x—\/§y+l+2\/§)

y'=%(s/§x+y+2—\/§)

L
M(x,y)—— M,(x,.y,)——”'3—+M'(x',y')
On aura :

x'=l((x+|)-J§(y-1)+|+2J§) x'=—(x-V3y+2+33)
f S (expression analytique de f)
y'=§(\/§(x+l)+(y—l)+2—\/§)

S =R , ot. ,festune rotation d'angle % de centre o :le point invariant par f
4. "
3

S(w)=0s

1 1
x=5(x—s/§y+2+3\/—3-) {x+J5_v=2+3J§ x=3(l+\/§)
= = |
ﬁx-}’:—l 'v=5(5+\/§)

y=%(\/§x+y+l)
Dol w(%(l+\/§).%(5+\/§))

o)

D : 2x-3y+1=0
f=l.;°SD
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Déterminons |’expression analytique de Sp
S, :M(x,y)> M'(x'y")
{ M*M'e D
q :

3
2 dRile e avec: Vv J: vecteur directeur de D
MM'Lv 2

x+x'

] '—-l_ .
2( )-3(.1'+y)+1=0Q{2x._3y.=_2x+3y_2 x -l3(5x+12y 4)

e~
- 2 Ix'+2y'=3x+2y

3(x'=x)+2(y'-y)=0 y'=%(12x—5y+6)

;0 Mxy) > M(x\y)

x'=x+|
tq :
{y'=/+1

d'ou f=t, oS,
[ M(xy) > M(x\y")

x'=i(5x+12y—4)+| x'=l(5x+12y+9)
) 13 13
1q | g |
)-'=E(]2x-5y+6)+l y'=ﬁ(12x—5y+l9)

Caractérisons f :
Déterminons I’ensemble des points invariants par f.

1
X=—(5x+12y+9)
gx-12y=9 24x-36y=27 . :
k2 {x B { By impossible

M=Mse =
7} 12x-18y=-19 24x-36y=-38

1
'=—(12x-5y+19
y 13( x=5y+19)

f est un antidéplacement qui n’a pas de points invariants d’ou f est une symétrie glissante

soit @ son vecteur et A son axe.
30

san) 13
10
13

Sof: Mxy)» M(Kxyy) 1q :

15l
f0f=t2u-,=>a)[lo ]

13
* A={MeP/MT4'=ca}

MM'=d < S 4x-6y+3=0

! 15
Fhiata e e T Q{—8x+12y—6=0

] 10
—(12x-5y+19)-y=—
13( x=5y+19)-y 3

d'oi A apouréquation 4x-6y+3=0
¢) D:y=1 D,:y=x-1 D nD,={A2,)}
f=SQ OSDz =r -

(A, 2*)

12x-18y+9=0
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EX20 :
r:Mx,y)b M'(x',y")
C]xt=1-y
g0
1) montrons que r est une isométrie
Mi(x1.y1) r(My- M™y(xi7,y1°)
M (x2,y) r(My")=M"2(x.",y2")
Mle = \/(x:.' —x; ) "'(ylz _y")z =\/(l -n-l +YI)2 +(x '-"1)2 = \/(.Vz e ) +(x - x ) = MM,
D’ou r est une isométrie
* déterminons I’ensemble des points invariants par r
1
x=l-y {y =x e
o o
y=x x=l-x |
¥=2
point invariant. = r est une rotation de centre |
r :MGz)» M'(:z")
tq :Z'=x"tiy'=l-y+ix=i(x+iy)+1

r(M)y=M ¢:>{ d’ou r laisse le point I( % ,% ) comme unique

& =izt @z'-(l+li)=i[z-(l+li):|c> PII { O PO s WO
2 2 2 2 z-z,

z2'-2z,
=1 IM'=IM

—_— our M #1
(IM,IM')-.-%(Z;I) s

z-z,

)
2z

)E%(Zn) {

Ag(
z-z,
d'oi FR(L%)
S Mx,y) M'(x',y")
x'=1-y

2) Sp;,:M(x,y)> M'(-x,y) D’0u : 1tq 1{y'——x
f(M):M@{“‘-J’Q{Hy:l

impossible
x+y=0

i
f=roS,,;, estun antidéplacement qui n’a pas de points invariants
D’ou f est une symétrie glissante soit i son vecteur et A son axe
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f & j N ’z&

Mx,y)—o M (l-y,-x) =5 M'(l+x,v-1)
x'=x+1
y=y-1

Seof M(x,y) M'(x'\y) tq :{

)

A ={M € P/W’:&}

MM '=u < |

EX2] :
E: P(Z)=0 avec P(2)=2’-(2+4i)z’-(9-10i)z+18+6i
1) a) P(3)=0
b) P(z)=(z-3)(zz+bz+c)=z3+(b-3)zz+(c-3b)z-3c
b-3=-2-4
identifions : [c -3b=-9+10i =
-3c=18+6i
d’ou P(z)=(z-3)[2*+(1-4i)z-6-2i]
z=3
P(z)=0o<ou
2 +(1-4i)z-6-2i
A=9-56=3
z=1+2i
2, ==2+2
S. ={3.2,.2,}
2) a) zp=3 zg=1+2i Zc=-2+2i
aff (OA)=z,=3
aff (CB)=z, -z, =3
Par suite OABC est un parallélogramme

D’oi 04=CB

CH3 TOME 2
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b) OA=BC et OA#0
D’ou il existe un unique déplacement f et un unique antidéplacement g tel que :
{f(O) =g(0)=B
f(A=gA)=C
d) fest un déplacement d’angle (0;—,4,??')57:(2;:)
= fest une rotation d’angle r
= fest une symétrie centrale de centre [=O+B

Iy
Z, =5+l

3) foS(O)=f(0)=B
foS(A)=f(A)=C
foS et g sont deux antidéplacements qui coincident sur deux points distincts
= g=foS
EX22 :
1)

2) a) ﬁS;°Sz°S|
Comme étant composée de trois symétries orthogonales f est un antidéplacement
OeA nA,NA, f(O)=0
f fixe le point O d’ou f est une symétrie orthogonale d’axe passant par O.
b) fof=id (Sy08, =id)
¢) fof=id = f=f'
ﬁS3°Sz°S| = f|= S|°Sz°S3
f(A)= S305,0S(A)=S;0S,(B’)=S;(C)=A" (erreur dans |’énoncé)
f(C)=f"(C)=S:°5:08:(A")=S2Sx(B)=5,(B)=C"
f est une symétrie orthogonale tq : f(A)=A" et f(C)=C" d’ou (AA")||(CC")
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EX23 :

A/
R,=r Ry=r

w%) an.g»
1) f=R,oS,0R,
a)
f(B)=RD°S,ORB(B)=R,,°S,(B)=R,,(D)=D
b) f=r .o, .,or .)

(D.El .:l

o
=) 8.5

CH3 TOME 2

2 2 /
ok 3?” =0(27) d’ou fest une translation

-

: , r
fumor . €stune rotation d'angle —

Et comme f(B)=D = f=r
2) g=f°su.n

2) g(C)=/°5,(C)=f(B)=D  g(D)=f+S5,,(D)= f(4)=C"

b) g est un antidéplacement (composé d’un déplacement et antidéplacement)
£°g(C)=g(D)=C" donc gog=id = gn’est pas une symétrie orthogonale
d’ou g est une symétrie glissante soit  son vecteur et A son axe
g°g=t,
gog(D)=C"
=2u=DC'

:;%o—cﬂ:a

*¢(C)=D=>K=C*DeA
*¢(D)=C'=>D*C'eA

D’ou A=(DC)
3)a) S, °Sicm =Sy  car  (AD)L(CD) ; Suky°Sun =S, car  (IK) L(1))
D’ou s,

«.40)°Su‘m OS(,,(,OS‘,_,, =5,08, =t =ts=f

b) Sp oS, =S, car (CD)L(IK) d’ou f=S§,,, S,
C) =>S,,,°f=S8,,0°t =8

Sin = Siumy o f =S¢ °Su)
oy ®lapn =90 °lgi. 6 =S,

amy i s = Sy ©Siany © Sy 05 = Sy, o by
4D : vecteur directeur de (IK) d’ou §, o f estlasymétrie glissante d’axe (IK) et de
vecteur AD

DA'= DA
B/1) 4'= A _—
I A=t 0= (DA.DA"Y = % 2m)




DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2
rlor(A)=r'(A)=A4'
r'or(B)y=r(D)=D

2) r'or est une rotation d’angle 37” ;

@ € med[BD] = w e (AC)

wemed[A4']= w e (AQ)

Car DAA’ est isocéle en D et Qe bissectrice intérieure de [D_A, [—)7*]
D’ou 0=0Q

Conclusion : ror=r ,
“).T)

Soit w le centre de r'or

3) ror(d)y=A'
:((TA,Q—A')s%r(Zn)
Qe[AC]

(QA, BA) = (AQ, AB)(27r) = ?(2::)

(4B.QA") = (4B,Q4) + (QA.QA") = (4B, 4 )+,,+37"(2,,)5%”3:(2”)50(2”,
D’ou (QA’)//(AB)

EX 24 :

F=Rgo0Sa 0Rp

1) a)f(A)=Rqo0 Sa 0 Rp(A)
=Rq0 Sa'(c)
=Rq (B)
=A

F #(Q,ﬁ) Ol 7)0 l’(P.l)
2 2
V(4 b4 0
2_+n+5.=_0(27r) D’ou fest une

translations et comme f (A)=A alors f=idp

b) f(P)=P
= RQO Sa'0Rp (P) =P
= Rgo S (P)=P
= Ro(P’)=P
QP =QP'
(Q—P'QTJ) = %[27:]
= Q P P’ est un triangle rectangle et isocéle en Q
et comme A’ =P*P’ alors A’ P=A"P'=A"Q
Ona:A’P=QA’et A’P=0 D’ou il existe un unique déplacement ¢ tels que :
p(A)=Qet p(P)= 4"

2) a/Ro(P’)=P =
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b/ @ est un déplacement d'angle (A_'p.,Q_'A' 5—2—”(2”) d’ou ¢ est une rotation

d’angle (_Tﬂ)de centre Q  (car med[A’Q] N med[PA’]={Q} ¢ =r, Q,%)

¢/ h=p o S(a'g) hestun antidéplacement
h(A)=posua(A)=0 (A)=Q
h(P’)= g0 Saq (P)=¢ (P) =A"
hoh(P')=h(A")=Q
hoh #id = h n’est pas une symétrie orthogonale
d’ou h est une symétrie glissante ; soit Uson vecteur et A son axe
hoh=t

hoh(P)=Q =7 =1

g,
A passe par Q*A’=l et P’*A’=K = A=(1 K)

{w(A’)=Q
v(P)=4"
¥ J=A"Py(N)=y(AV'w(P)=>y(J)=0*A'=y(J)=1
b/med [4'Q] #med [PA'] d’ou y n’est pas une symétrie orthogonale par suite y est une
symétrie glissante .
¢/ soit A son axe et U son vecteur
w(A')=0=>1=A4"Q¢cA
w(P)=A'=J=P*A'cA
W=Tu oSu ety(J)=1=Tyz 0Suy())=I=> Ta()=I>U=Ji

Dod A=(LJ)

4) w(M)=M, et p(M)=M,
goy’ (M)=9p (M)=M,
Caractérisons ¢ o '
9oy (Q=p (A)=Q
oy’ (A)=¢p (P)=A"
@ oy estun antidéplacement qui fixe Q et A" d’ou ¢ o ! =S;pa+
poy’' (M)=M, = Scoa') (M) =M: donc M, et M: sont symétriques par rapport 4 la droite (QA")

EX 25:

e =Tm.§)0 Sun

a/ ‘P(C)=T(D.§)°S(IJ) (c) =rm.§» (D)=D

@(D)=rp, . %)0 Sun (D) =rp.. %)(C) =E

b/ ¢ est un antidéplacement (composé d'un
déplacement et d’un antidéplacement)
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pop (c)=¢ (D)=E = ¢@o¢ #id = ¢ n’est pas une symétrie orthogonale

par suite ¢ est une symétrie glissante de vecteur U = % CE et

d’axe Apassant par C*D et D*E= A =(JL)
2)a/ T, 0 Sias) = Sii1) 0 Sia)0 Sia) =S
b/ v =T5i) (o) S(AB) =T§LE OS(AB)
W=T,0T;0S8,,

v est la symétrie glissante d axe (KI) de vecteur B4
y=T; 0S8y,

N =r . (V)
? =1 . 0r 5 (N)=N,
)

N, =’;o-2z)(N):>N=';02)r,(N2) ‘D"‘;’ 3
5 5

or

r . or , etuneretationd'angler =r . or , estunesymétrie centrale
(0.2 0 (0.5 0.7
3 3 3 3

roeor s (D)=r . (C)=E

n
(D,J_) (0' 3 -3

=>r or

(D%) (.

=,

2
id

3

par suite S; (N,)=N, =>L=N,*N,

4) ¢(Mn) = Mn«rl
a/ Rappelons que :
¢=S,,0 T%FE' . T%&o S
0op=Te=T,;
(Démonstration par récurrence )
Vérifions pour n =0
MoMo = (2x0) JL (vrai)

Supposant que MoM:, = (2n) JL

et montrons que
MoMininy=2(n+1)JL
MoM 14> = MoM», + M, M
=(2n)JL+2JL
=(2n+2)J_L

2n+2
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M, .,=pop(M,,)

eneffet: > M, M, = 2JL  Conclusion :

MoM :, = (2n)ﬁ Vne IN

b/ MoM>, =(2n) JL = (MoM, ) // (JL)

=>M 2 Appartient a la droite passant par Mo et paralléle 4 la droite (JL).

EX26:

1

f(A)=C

Sn=J

b) fest d*angle (ﬁ) =n(2m) = fest une rotation d'angle © = fest une symétrie centrale
flAlC = f=Sp avec O=A* Cdonc f(B)=So(B)=D

a) AI=CJ et Al=0 d’ou il existe un unique déplacement f'tel que {

2) f = S(IJ) °SA A S(IJ) °SA = So = A la perpendiculaire a (1J) en O= A=med[AD]
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b)I’image de la droite (BM) par r est la droite passant par r(B)=J et qui lui est perpendiculaire (carr
est d'angle-’zf) =>r((BM))=(JM’) De méme r((IM))=(IM")
D’ou (M)=M"
Me[CJ] & M'er([C]]) & M'€[DA]
g=rof=r , oS,

(I.'E)

2
b) g(A)=reS,(A)=r(C)=D
c) soit ® le centre de g
wA=wD

LAt 3n ) T
a) g= r oz fon 8 est une rotation d’angle Ch g est d’angle "3

g(A) =D& = : le centre du carré AIJD

(a,aﬁ)s%(zn)

a) AI=CJ et Al=0 D’ou....
b) med[AC]=med[1J] donc h n’est pas une symétrie orthogonale =h est une symétrie glissante

c)I=A*B = h(I)=h(A) *h(B) = J=C=*h(B) = h(B)=S,(C)=D
6) a/lére méthode:
hoS 5(A)=h(A)=C

hoS, ,(B)=h(B)=D

hoS, s, est un déplacement d’angle (AB,CD) = n(21)
heoS, .5 : symétrie centrale de centre A+ C =0
hoS, ,5=So=f

hoS =S °Sian = =S, °Sian ° S

b) hoS, ,5=So =
(4B) = fi=5 ot

h: symétrie glissante d'axe (1J) de vecteur I

a) 2éme méthode :
MY = J:CD':AD=BC (1)

27r)=(CD.CD" = ——g-(Zn') car un antidéplacement change les mesures des

Angles orientées en leurs opposées




DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2

(CB.CD") = (CB.CD) +(CD.CD'X27)
@)

ET-E(Zn)sz(M)

()+(2)=> CB=-CD' = C=B*D’ =D’=S¢ (B)
b) 2 éme methode : h(B)=D et h(D)=D’
hoh(B)y=D' or hoh=r2‘;

=2u=BD'=u=BC=1J
A passe par B*D=0 et A/(1)) = A=(1))

) hoh(A)=h(C)=C'= AC'=BD'=C'=S,(4)

Tyona:h(E)=E" car T)=T" et h([AC])=[CC"]
F=5,/(E)

= F =S, 0h(E)
= F =05, °S,01;(E)
= F =1;(E)

= EF = 1] = (EF)/[(AD)

1) ayF;E  r(E)=D
= " = =£
(FE.ED)=(FEFh=20m\ rer .
med[FE]r\med[ED] = {0}

f—r S f(0)= rOS(oo,(O) r(0)=0
b) Ool)f(E) ro 00',(E)=r(F)=E
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fest un antidéplacement (composé d'un déplacement et un antidéplacement) qui fixe deux points
distincts O et E d’ou =S¢,

] -1
r=st_or =t_or
i 00 % (01
. . . . . . . -
a) comme étant composée d’une translation et d’une rotation d’angle (—),
’ . Y -
r’ est une rotation d’angle ( —2-)

b) r'(0) =15, or"(0)=to—q(0)=0,

FO = FO,
ona

= _ d’ou r est de centre F = -r
(FO.FO,)=—Z(21) (F.)
2

3) g(D)=F et g(0O)=0,
a) * med[DF]=med[00,] d’ou g n’est pas une symétrie orthogonale, par suite g est une symétrie
glissante

* soit A son axe et 1 son vecteur
g(D)=F = D*F=0 €A
g(0)=0| > 0*0, €A d'ou A=(00)

g(0)=0, & 1.95,4,(0)=0, < 1.(0)=0, <> u=00,
d'ou :g=tw|o 00 =S(00.)°toT,
by gM)=r'M) = o5 ©Si00,) (M) =155 r'(M)
15 (8100, (M) = 155(r"(M )
& 8 g0, (M) =r"'(M)
& F(S,00, (M) =M
S roSpe,(M)=M

< f(M)=M
¢) g(M)=r(M)& f(M)=M &S, (M) =M < M € (OE)
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EX 28 :

1) a) le triangle BCP est isocéle en C et [CI) : bissectrice de [E‘, ﬁ’] D’ou (Cl)=med[BP]
De méme (BI)=med[CQ]

b) (CP.QB) = (CA, AB)(21) = (AC, AB) + 1(2x) = l3’5 +71(27) = %”(2::)
2) iC)=Q F(P)=B

a) (c—p,@é)s%"(zn) et med[CQ]Nmed[PB]={I} D'ou f =r o
5

b) f(P)=B= (71'7.773)527"(2”)

le triangle CPB est isocéle en C et direct et (Cl)=med[BP]
L'image de [EE‘] par Sy est [l_l". E] D’ou BIC = PIC

=>FI\B+2BIIE'=ZII=>ZB7Z'=ZII—ZT”=>B/}Z'=2—: Par suite (/B, I )

¢) fiC)Q = (I_C’,T“Q)s%”(zn) et comme (Bl)= med[CQ] D'os (ﬁ)s%"(zn)

(TP,'T‘Q‘)E(ﬁ?ﬁn(ﬁxzms{—%”(zmsmzﬂ)

d'ou IP et IQ sont colinéaires par suite LP et Q sont alignés
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3) 01=f(0); 0,=f(0))
f°f=';l._41’ e’f"f."f:’zl,zg) =idr :f°f°f(0)=0=>f°f(0|)=0:>f(03)=0

{1(0)=0, =00,=00
1 = MM

f(0)=0,
f(0)=0, _
{f(Oz) 5 =00, =00,
D’ou 00,=0,0,=00; par suite le triangle 00,0, est équilatéral

* f(0|)=02 = 10,=10, or OO|=003 D’ou (Ol)=med[0,02]

g=forof

or o
SRy (o.zT")

r
2r
(l.——3 )

est une rotation d’angle 47” (%’3 + ZT” = 47” #0(2r))
)

r or
2x 2x
(’-T) (0.'3—

4r 2
T”+T” =0(27) d’ou g est une translation

g(02)=f°r°f(02)= Sfor(0) =f(0)=0|
d'ou g=t<T0.

b) O : le centre du cercle circonscrit au triangle ABC
OB =0C

‘ou €l —

d’ou g s — (08.50) 52?”(27;)

(OB,0OC) = 2(4B, AC)(2x)

*8(P)=foref(P)=for(B)=f(C)=0Q
c) g=tm

g(P) =0 PO=0,0,

d'ou (PQ)/(0,0,)

or (OI) L (0,0,) car (Ol)=med[0,0, ]

d'ou  (PQ)/(OI)

OB =0C
=r(B)y=C




CH7 DIVISIBILITE DANS Z

QCM
1. Le quotient de -20 par 7 est -3
2. Pour tout entier n: n’-n= 0(6)
3. Le nombre 100! Est divisible par 2%
4. Soit a un entier non nul.
Si a=19(20) alors a=-1(20) alors a*?=(-1)*"*(20)=a*"*=1(20)

VRAI-FAUX
I. a/ si a=I(n) alors a>=1%(n) donc a=1(n) Vrai
b/ si a=0(n) alors a=0(n) M (contre exemple :a=2 et n=4)
¢/ si 2a=4(10) alors a=2(10) Faux (contre exemple :a=7)

2. Pour tout entier a et pour tout entier non nul n, a"=a(n) FAUX
Contre exemple :a=2 et n=4
3. Il existe un entier b non nul tel que 5b =0(10) VRAI  b=2 (par exemple)
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EX 1 : 13 est un nombre premier D3 = {£] ; 13}
57=3x19 Ds;= {£1 ; £3; +19 ; £57}
205=5x41 Djps= {£l ; £5; 41 ; £205}
EX 2 : Le nombre -35763 est un multiple de 3 et de 7 et n’est pas multiple de 11
EX3:1. 15=3x5 D;s={%] ;#3 ;5 ;x15}
2. a*-b’=15 < (a-b)x(atb)=15

a-b=1 - a-b=15 - a-b=3 a-b=5
a4b=158"" |lath=1 arh=5 " |aeb=3

< (a-b=-1 a-b=-15 [a-b=-3 [a-b=-5
e {a+b=-15 0"{a+b=-1 0"{a+b=—5 ""{a+b=—3
Tous les couples (a,b) / a>-b> = 15 sont : (8,7) (8,-7) :(4.1) :(4,-1) ;
(-8,-7) «(-8,7) i(-4.-1) :(-4.1)
EX 4 : tout entier non nul n divise n ; donc si n divise n+5 alors n divise (n+5)-n=5
Donc n=tl ou n=£5
EXS : n-2 divise n-2 ;donc si n-2 divise n-9 Alors n-2 divise (n-9)~(n-2)=-7 donc
n-2=+1 oun-2=*7 Donc n€{l,3,-5,9}
EX6 : Ona 32=9=2(7)=(3%)"=2" (7)=(3?)"-2"=0(7) donc (32)"-2" est un multiple de 7
EXT7 :1. 3171=19x166+17(calculatrice : taper 3171 ab/c 19)
2. 3171=(-19)x(-166)+17=le reste de la division euclidienne de 3171 par -19 est 17
EX8 : 307=7x43+6 =-307=(-7)x43-6=>-307=(-7)x44+1 = le reste de la division
euclidienne de (-307) par (-7) est 1.
EX9 :

1345791113 = 246812 x 5452 + 172089 =q=5452 et r=172089
-1345791113 = 246812 x (-5451) + 74723 =>q=-5451 et r=74723
1345791113 = -246812 x(- 5452) + 172089 =q=-5452 et r=172089

-1345791113 = -246812 x( 5453) + 74723 =q=5453 et r=74723
EX 10:

1. P(n)=0<>n*-32n’+186n2-280n=-125 < n(-n*+32n1 86n+280)=125=>n| 125
2. D’apres 1. les racines entiers naturels possibles de P sont : 1 ;5 :25 et 125
Une simple vérification permet de conclure que 1 ;5 et 25 sont des racines de P
Donc P(x)=(x-1)(x-5)(x-25)(x-a)
Donc P(x)=(x-1)(x-5)(x-25)(x-1) Donc Sjg={1,5,25}

BAC.MOURAJAA
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EX11:
1. atb=44 q=6 =2 a=b.q+r

Y
b.q+trtb=44=b.(q+1)+r=44=b.7+2=44=b=6 =a=44-6=38

2. atb=-49 q=-13 =11 a=b.q+r
Y
b.qtr+b=-49=b.(q+1)+r=-49=b.(-12)+11=-49=>b=5<11=r impossible

3. a+b=42 q=-6 =9 a=b.qtr
4
b.q+r+b=42=>b.(q+1)+r=42=b.(-5)+9=42=-5b=33 impossible

EX 12:
-1=9.(-1)+8=-1=8(9) = le reste modulo 9 de (-1) est 8
10=9x1 +1=10=1(9) = le reste modulo 9 de (10) est 1
-10=9x(-2) +8=-10=8(9) = le reste modulo 9 de (-10) est 8
-27=9x(-3) -27 est un multiple de 9 = le reste modulo 9 de (-27) est 0

-25=9x(-3)+2=-2522(9) = le reste modulo 9 de (-25) est 2
EX 13:

e n=-2(7) =>n=7k-2
-10<n<15 & -10<7k-2<15 > -8<7k<17< —gsks¥=> k€{-1,1,0,2}

=>n€{-9,5,-2,12}
en=6(11) =>n=11k+6
-6<n=<20=-6<11k+6<20 <>-12<11k<14=k€{-1,0,1} =>nE{-5,6,17}
EX 14 :
1. n non divisible par 3 =n=1(3) ou n=2(3) =n-1=0(3) ou n+1=0(3)

=n-1 ou n+1 est divisible par 3
2. Supposons que n ;p et n-p ne sont pas divisibles par 3  Alors
{n =103) o {n =2(3)

=>n+p=0(3) ou n+p=0(3)=n+p est divisible par
p=203) puigy - NPE0GE) p=0(3)=n+p par 3
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EX 15:

a=3(15) et b=11(15)=>a+b=14(15)=>Le reste modulo 15 de a+b est 14

a=3(15) et b=11(15)=>a-b=-8(15)=>a-b=7(15)=>Le reste modulo 15 de a-b est 7
a=3(15) =-a=-3(15)=>-a=12(3) =>Le reste modulo 15 de -a est 12

a=3(15) et b=11(15)=>a.b=33(15)=>Le reste modulo 15 de a.b est 3

a=3(15) =-a’=-9(15)=>-a*=6(15)=>-a2.b=66(15)= Le reste modulo 15 de -a%.b est 6
b=11(15)=b*=11%(15)=b2=121(15)=>b2=1(15)=ab*=3(15)

= Le reste modulo 15 de ab? est 3
EX 16:

e b=4(17) et c=5(17)=>b.c220(17)Z=>b.c=3(17) et comme a=2(17)=>a+bc=5(17)
Donc le reste modulo 17 de a+bc est S.

e a=2(17) =a=23(17)=>a*=4(17)
b=4(17)=>b*=16(17)=>b*=-1(17) Alors a2+b*+¢c?=4-1+8(17)  Donc le reste
cE5(17)=>c*=25(17)=>c*=8(17) modulo 17 de a>+b*+c2est 11.

EX 17:
{a =5(4) {al =25(4) {a’ =1(4)
= =
b=2(4) ab=10(4) ab=10(4)
de 3a*+ab-9 est 0.

=3d’+ab-9=3+10-94) Donc le reste modulo 4

EX 18:

a=7(11)=>a+1=8(11) et a+2=9(11)=>a.(a+1)(a+2)= 7x8x9 (11)=>a(a+1)(a+2)=504(11)
Donc le reste modulo 11 de a.(a+1)(a+2) est 9 (504=11x45+9)

EX19:

1. (par récurrence)

epourn=1 12422+ .+n’>=] et =1 donc la proprieté est vrai pour n=1

n(n+1)2n+1)
6

* Soit n€EIN"  Supposons que et montrons que (facile)
2. D’apres 1. 1242%+...+100% S L o0 =50.101.67=1.3.4(7) (car 50=1(7) ...)

Donc le reste modulo 7 De 12+2%+...+100?% est 5

BAC.MOURAJAA
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EX 20 :
e Le reste modulo 10 de 30757 est 7
e Lereste modulo 10 de 15163 est 3

e Le reste modulo 10 de 12924 est 4
EX 21 :

17121(17)=171""'=1""'(17) Donc Le reste modulo 17 de 171'7" est 1
*186=-1(17)=>186'"=(-1)"**(17) Donc Le reste modulo 17 de 186'* est 1

356=-1(17)=356""'=(-1)***(17) Donc Le reste modulo 17 de 356™* est 16
EX 22
1. -1=10x(-1)+9  Donc Le reste modulo 10 de (-1) est 9

2. 92 -1 (10) 29°"=(-1)*(10) Donc Le reste modulo 10 de 9°*7 est 9

9= -1 (10) =>92°°85(-l)2°°8(10) Donc Le reste modulo 10 de 9°*® est 1
EX 23:

* 4921(16)=> 49''°21'%(16) Donc Le reste modulo 16 de 49*'® est 1
e 152 -1(16) =157%=(-1)?™¥(16) Donc Lec reste modulo 16 de 152%% est |

o -49=-1(16)= (-49)*°=(-1)**°(16) Donc Le reste modulo 16 de (-49)™* est 1
EX 24:

e 42=16=3(13) =4°=4x3(13) Donc Le reste modulo 13 de 4° est 12

e 12124(13) =121'724"(13) 2 121°72@4%)" (13) = 121°=2(-1)'"* (13)
Donc Le reste modulo 13 de 121° est 12
EX 25

1. 50=1(7) =50”=1"(7) = 50”=1(7) = Le reste modulo 7 de 50 est 1

2. 50=-1(17) =50°°=(-1)*°(17)=> 50”°=-1(17) = Le reste modulo 17 de 50*° est 16
EX 26 :
195(-2) (7)=19%2(-2)2 (7) 219°2(2)*3(7) et 2322 (7)=>23"'= 2% (7)

Alors 19%.23%'= 2% (7) = 19%2.23*'2 2% (7)219%2.23"'2( 2*)*(7)=> 19%2.23%=1*' (7)
Donc le reste modulo 7 de 19°%.23%est 1
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EX 27:
1. 5%=252-1(13)=5"=(-1)(13)=>5" =1(13) =le reste modulo 13 de 5* est |
2. 5% =(5%*=1%13) =le reste modulo 13 de 5* est |
o« 5% =(5%* 521 5(13) =le reste modulo 13 de 5™ est 5
o 532 =51k 25=1% 25(13) 25%?=-1(13) le reste modulo 13 de 5% est 12
o 5%3 =(5%2) 5=(-1) .5(13) 25%"=-5(13) le reste modulo 13 de 5% est 8
3. 41=14) = 5202020202041 s%+1 - donc le reste modulo 13 de 52°2070292%! egt 5

55 =3(4) = 5539955555555 — §%*3 donc le reste modulo 13 de 5733939999359 eg¢ 8
4. pour n=4k 5% +5" =1+1(13)
Pour n=4k+1 520 15" =-115(13)
Pour n=4k+2 5 +5" =1+12(13) =5 +5"=0(13)
Pour n=4k+3 5 +5"=-1+8(13) =52 +5"=7(13)
Conclusion : I'ensemble des entiers n tels que 57" +5" =0(13) est {4k+2 ; k € IN}
EX 28:
-1=5x(-1)+4 Donc le reste modulo 5 de (-1) est 4 =4=-1(5)=2>4""=(-1)*(5)
-2=5x(-1)+3 Donc le reste modulo 5 de (-2) est 3 =3=-2(5)= 37=(-2)*"(5)
AIOI‘S 12099 +22099 +32099+42099§ IZ()99+22099 +(_2)20‘)‘) +(_])20‘)9 (5)
=0 (5)

1299 4270% 1329 1429 egt divisible par 5

Donc
EX 29:
1. 999=27x37+0 =999=0(27)
2.999=0(27)=1000=1(27)=10’=1(27)=(10%)"=1"(27)= 10’"=1(27)
3.10'%=10.10"*=10(27) et 100'°=10"=100.10"° =100(27)  Alors
10" +100'= 10 +100 27) = 10'+100"°=2(27)
Conclusion : le reste modulo 27 de 10'® +100'" est 2
EX 30: 2* =1(5) (th de Fermat)
Si n est un multiple de 4=>n=4k=2" =(2*)*=1%(5) 22" =1(5)
n=4k+1=2"=2""1=2%x2=2(5)
Si n n’est pas multiple de 4=>{n=4k +2=>2"=2"%"7 = 2" x4 =4(5) Alors 2" n"est pas
n=4k+3=>2"=2""=2"x8=3(5)

congru a 1 modulo 5
Conclusion : 2"=1(5) Ssi n est un multiple de 4

Un travail analogue permet de conclure que : 2" Z1(11) ssi  nest un multiple de 10
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EX 31 : Reste modulo Sden |0 1]2]3
Tableau de congruence Reste modulo5den?|{0|1(4|4

Conclusion : Les restes possibles modulo 5 de n?sont : 0 ;1 et 4

Reste modulo 7den (0123
Reste modulo 7den’ [0 1]1]6

Tableau de congruence

Conclusion : Les restes possibles modulo 7 de n* sont : 0 :1 et 6

EX 32 ; Reste modulo 10 de x
Tableau de congruence o " dilo 10 de 2x

Reste modulo 10 de 4x

a/ 2x=4(10) Sz ={10k+2 :keZ}U{10k+7 ;keZ}
b/ 4x=8(10) Sz ={10k+2 ;keZ}U{10k+7 ;kEZ}

EX 33: Reste modulo 4 de x

Reste modulo 4 de x?

Tableau de congruence

a/x?=0 (4) Sz={4k ;kEZ}U{4k+2 kEZ}
b/ x*=2(4) Sz =0 ¢/ x*=3(4) Sz =0

EX 34 :

Reste moduloll dex [0 1]
Reste modulol1 de x? {0 |1
a/x*=4 (11) Sz={11k+2 keZ}U{11k+9 ;keZ}
b/ x2=-1(11) <x=10(11) Sz =0

Reste 0[1(2(3]|4 (5|6 [7 [8|9]10
modulo19
de x
Reste 16 17

modulo19
de x2

o/ x32-2(19) =x=17(19) Sz={19k+6 ;kEZ}U{19k+13 kEZ}




CH7 DIVISIBILITE DANS Z
EX35:

Notons respectivement r et r’ les restes modulo 8 de aet b

Les valeurs possibles de rr’ sont consignées dans le tableau ci-dessous.
a.b=-2(8)=a.b=6(8) =r.r'=6(8)
On conclut de ce tableau que :

0]1]2]|3]|4|5|6

=
N}

e |

a.b=-2(8) ssi

a=1(8) et b=6(8) ou

a=2(8) et b=3(8) ou a=2(8) et b=7(8) ou
a=3(8) et b=2(8) ou

a=5(8) et b=6(8) ou

a=6(8) et b=1(8) ou a=6(8) et b=5(8) ou
a=7(8) et b=2(8)

NN AW - O
(=] [=] ) f o) [}l fa ] [a) [e)
Q| wnb|w | —|o
& (Vo on| VO
(OIS |IO(h|OIL|O
W [—|H([Q(N|wn|o
NNV O
e LIPS IE N Y - Y P =}

EX 36 - a/ Reste modulo 7 de x

(USRI N

O
HW

Reste modulo 7 de x2+6x+5

Sz={7k+2 kEZ} U {7k+6 kEZ}
b/

Reste modulo 8 de x 0(1]2

Reste modulo 8 de x2-4x+3 |3 (0| 7

Sz={ 8k+1 ;kEZ}U {8k+3 ;kEZ}U{ 8k+5 ;kEZ} U {8k+7:kEZ)
EX37:
1. 10=-1(11)=10"=(-1)®* (11) =10™=1(11)
2. 9999999999999999995=10% -5=1-5(11) Donc le reste modulo 11 de
=7(11)  9999999999999999995 est 7
EX38: 10'=1(103) (th de Fermat)  Alors
10 = (102 =1(103) et 10°7=(10"%)°=1(103) Donc
10'2 +3. 10° 106.10°'> = 1+3+106 (103) Donc le reste modulo 103 de
102 +3. 10* 106.10°'% est 7

EX 39:
1. e si5divise x alors x20(5) = x.(x* -1)= 0(5)

e si 5 ne divise pas x alors (d’aprés Fermat) x* 21(5) = x.(x* -1)=0(5)
Donc pour tout entier naturel x on a : x.(x* -1)Z 0(5)
(x* =x2) .(x2 1 1)=x%(x2 -1).(x2H]) = x [x.(x* -1)]20(5)
2. de méme que 1. (x* =) x*+1)= x4.[x.(x6 -1)]
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CH7 DIVISIBILITE DANS Z
EX40:

p premier et a non divisible par p alors d'aprés Fermat a”'=1(p)
Donc le reste modulo p de ™' est 1.

Le reste modulo p de a™' -2 est p-1 (1-2=-1=p-1(p) o);»
2a'%1% 2 =2 (")’ -3= 2.1 -3(p) donc Lc reste modulo p de a'™' -3 est p-1
EX 41 :
1. a/ 1000=111x9+1 donc le reste modulo 111 de 1000 est 1

b/ 1000=1(111)=>1000.n=n(111) donc n et 1000.n ont le méme reste mod 111

¢/ ol11111=111x1000+111 111 et 111x1000 sont divisibles par 111 alors
111111 est divisibles par 111

*100010001=100010x1000+1=100010+1(111) d’apres b/
=100x1000+10+1(111)
100+10+1 (111)
111(111)
Z0(111) Donc 100010001 est divisible par 111

*100010000001=100010000x1000+1=100010000+1(111)
=100010001(111)
=0(111)

2. 100 000=9x11111+1=>100 000=1(11111)=100 000n=n(11111)
IOOIOOIOOIOOI=10010010x100000+10015100I0010+IOOI(IIlll)

=100x100 000+10010+1001(11111)
=100+10010+1001(11111)
SIRRRRIERENN))
S0(11111)

EX 42 :

Pour n=0 1™+2"+3"+4"=1+1+1+1=4 le reste modulo 4 est 0

Pour n=1 1™+2"+3"+4"=14+2+3+4=10 le reste modulo 4 est 2

Pour n22 e si n est pair 1"+2"+3"+4" Z1+0+(-1)" +0(4)
=2(4)
e si n est impair 1"+2"+3"+4" Z1+0+(-1)" +0(4)
E1+(-1)4)
=0(4)
Conclusion : les restes possibles modulo 4 de 1"+2"+3"+4" sont 0 et 2




CH7 DIVISIBILITE DANS Z

EX 43 :
1.3%=121(7) : 3' =323(7) ; 37 =922(7) : 3’ =27=6(7) ; 3* =4(7) ;: 3°=5(7) : 3°=1(7)

2.0na3°=1(7) =3 -120(7)=> 3" .(3° -1)20(7)=3""* -3" 20(7)=> 3""* -3" divible par7
3. a/ 3'000 —36x166+4 _ (36)166 34 =166 4(7)=>le reste modulo 4 de 3'™ est 4

b/ ona 3*=81=1(10)=> (3" =1°(10)=3'* =1(10) Donc le chiffre des unités
de 3™ est 1.

EX 44 :
. D'aprés ce tableau de congruence on | Reste modulo 3 de 3 0]1
Reste modulo3dea” |01

Constate que a’ Za(3)
2.2’ -b’=0(3)<> a’ =b’(3)<>a=b (3 ) (d"aprés 1. )= a-b=0(3)

On a a’ Za(3) et b’ =b(3) Alors a’ +b’=0(3)<> a+b=0(3)
On a a’ Za(3) et b’ =b(3) Alors a’ +2b’=0(3)<> a+2b=0(3)

Ex 45 :
Reste modulo 11 dea |0|1[2]3

D’aprés ce tableau de

congruence il n'ya pas deux | Reste modulo 11dea?|0[1[4][9

Valeurs distincts du reste Reste modulo 11 dea’ |[0]1[8]5

modulo 11 de a qui donnent le méme reste modulo 11 de a’ donc
a’ Eb3(l 1) ssi asb(l1) c-a-d a’ —b3EO(l 1) ssi  a-b=0(11)
EX 47 :
1. asolution de (E) = a? +9 = 2" =>a? impair = a impair=>a=1(2)
2. a=1(2) =>a?=4k? +4k+1=>a’=1(4) = a* +9=10 (4) = a* +9=2 (4)

3. si a est une solution de (E) alors (d’aprés 1.et2.) a?+9=2 (4)
D’autre part si a est une solution de (E) alors a* +9 = 2" avec n>3 ce qui entraine

Que a? +9 est un multiple de 4 c-a-d a*> +9=0 (4) d’ou I’absurdité
Conclusion : (E) n’admet pas de solution
EX48 :
1. a solution de (E) = a2 +9 = 3" =2 pair = a pair=>a=0(2)
2. a=0(2) = a =2k =2>a*=4k? =a’=0(4) = a? +9=9 (4) = a’ +9=1 (4)
3. nimpair = n=2k+1 = 3"=3% 3=9* 3=1*34) > 3"=3 4)

4. sia est une solution de (E) alors (d"apreés 1.et2.) a?+9=1 (4)
D’autre part si a est une solution de (E) alors a* +9 = 3" =3 (4)
Conclusion : (E) n’admet pas de solution

Absurde
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EX 46 :

a/ e pour n=1 16"=16 et 1-10n=1-10=-9
et comme 16=-9(25) Donc la propriété est vrai a |’ordre initial

e Soitn €IN’ Supposons que 16" = 1-10n(25) et montrons que 16™' = 1-10(n+1)(25)

16" = 1-10n(25)= 16™' =16-160n(25)
= 1-10(n+1)+25-150n(25)
= 1-10(n+1)(25) (car 25 et 150n sont des multiples de 25)

b/ e pourn=1 7"=7 et 6n+1=7 Donc la propriété est vrai a I’ordre initial
e Soitn €IN’ Supposons que 7" = 6n+1(36) et montrons que 7™ = 6(n+1)+1(36)

7" = 6n+1(36) =>7"'=42n+7(36)
= 6(n+1)+1+36n (36)
Z 6(n+1)+1(36)

c/ e pourn=1 4"=4 et 3n+1=4 Donc la propriété est vrai a |’ordre initial
e Soitn €IN’ Supposons que 4" = 3n+1(9) et montrons que 4" = 3(n+1)+1(9)

4" = 3n+1(9) =24™'=12n+4(9)
= 3(n+1)+1+9n (9)
= 3(n+1)+1(9)

d/ epourn=1 2"+3"=5 et 5"=5 Donc la propriété est vrai a ’ordre initial
* Soit n €IN" Supposons que 2" +3"= 5" (6) et montrons que 2™ +3™'= 5™ (6)
2"+3"= 5" (6) = (2" +3").(2+3)= 5™ (6)
= 2" +3"142"343" 22 5™ (6)

= 2™ 43"1= 5™ (6) (car 2".3 et 3" .2 sont des multiples de 6)
EX 49 :
1. 527 +1=5.128+1=641 et 5°+2°=625+16=641

2. 5.27+1=641 =527 +1 20(641)> 5.27 =-1(641)=5"22=(-1) (641)
=5%2%=1 (641)

5% 42 =641=5%2* =0(641)> 5%, =-2* (641)
3.0na (52%=1(641) et 5. =-2%(641) ) =-2* 2%=1(641)
=-2%2_1=0(641)
=22 +1=20(641)

Donc 641 divise 2°%+1
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EX 50:
1. supposons n=a,a,.i....a»a,3p = ag+a,.10+a,.10%+...+a,. 10" =>f(n)= aj+a,+a,+...+a,

=>n-f(n)= a,.(10-1)+a,.(10%-1)+...+a,.(10" -1) or on peut montrer
Facilement (par récurrence) que 10" -1 =0(9) pour tout entier n
Ce quidonne  n-f(n) =0(9) donc n=f(n) (9)

2. a/ 4444=493.9+7=4444=7(9)
b/ 3 x 1481 = 4443

c/ on a 4444=7(9) =>4444H=74531 ()
=>44444444§73x|48|+| (9)
=4444"=(7H)!" 7(9)  or 71=343=21(9)

=>4444"= 7 (9)
d/ ona N=7(9) alors (d’apres 1. ) f(IN)=7(9) et f(f(N))=7 (9)

. a/ona 4444< 10* = 4444™* < (10" < (10%)>1%00 = (20000
donc N<10%%® =f(N)< 9+9+9+...+9 =9 . 20 000=180 000
b/ on a f(N)<180 000 = f(f(N))<9+9+9+9+9+9=9 6=54
. on a f(f(N))<54= f(f(f(N)))<5+9=12 et comme f(f(f(N)))=7(9) Alors f(f(f(N)))=7




IDENTITE DE BEZOUT

1. L'entier 5 est un inverse modulo 6 de 5 en effet 5x5=25-6x4+1=1(6)

2. Sip est un entier premier alors pAp?:=p
3. L'ensemble des solutions entiéres de I'équation 11x-5y=1 est :

{(1+5k ;2+11k),keZ }
4. L'ensemble des solutions entiéres de I'équation 13x-17y=0 est :
{(17k ;13k),keZ }

VRAI-FAUX :
1. n=0(143) ssi n=0(13)et n=0(11)  ( VRAI)

Justification :( =) sin = 0 (143) alors n=k.143-k.11.13 = n= 0(13)
: et = n= 0(11)
(«)Si n= 0(13) et n= 0(11) Alors n= 0(11x13) car 11A13=1
Alors n= 0(143)
. -3a "3b = 3(a”b) (VRAT)

Justification: -3a”3b=3(-a"b)=3(a"b) ka“k.b=|k|(a"b)
aAb=|a|A|b]|

. 25x-80y=3 admet des solutions entiéres ( FAUX)
Justification: ona25°80=5 et 5 ne divise pas 3

. Tout entier admet un inverse modulo 14 ( FAUX)
Justification: 2 n‘admet pas un inverse modulo 14

. Pour tout entier n 22 ; n-1 est son propre inverse modulon  (VRAI)
Justification : n-1=-1(n) =(n-1)?=(-1)*(n)=(n-1).(n-1)=1(n)




IDENTITE DE BEZOUT

EX 1 page 175 :
558 A (-1235) = 1

Algorithme d’Euclide(pour le calcul du pgcd)

r|123S 119(82(37[8[5[|3(2|1/0
ql- 2 4 |1 [2|4]|1]1[1]2
1 est le dernier reste non nul

924 A 990 = 66
(-999) A (888) = 111
1890 A (-5250) = 210

EX 2 page 175 :

558 A(-1235)=1 = 558 v (-1235) = 558 x 1235 =726 180
51 A (-255) =51 = 51 v (-255) = X255 _5es

@n+D)An =1 =2@n+1)vn=|n@2n+1)|

EX 3 page 175 :

180=36

ke 0 = a=36.k avec k n'est pas un multiple de 5
anl180=36

la] <360 = k € {+1;+2; +3; +4: 46, 7: +8; +9)
a € {£36;£72; £108; £144; +216;+252;+288; +324}

EX 4 page 175 :
a"b=19 = a=k.19 et b=k’.19
a.b=2166 = 2x3x19x19 ) ke{l:£2;43;16)

Danc (a ;b)e{(w;l 14),(114:19),(38;57)(57:38), }

(~19:-114) (~114:-19),(~38:-57).(-57: -38)
EX 5 page 175 : (Raisonnement par I’absurde)
Supposons qu’il existe un couple (a ;b) tels que : a*b=19 et a*-b? =490.
l9|a 8 b
ab=19 =:>wlb>=> l9'a—b=>I9l(a—b).(a+b)=>l91a'—b

l9|490 absurde




IDENTITE DE BEZOUT

1. 2°=32=11x3 -1 =2 =-1(11)
2°=32=31x1+1 =2 =1(31)
2. 0na 2% =-1(11)=(2')" =(-1)" (1) = 2% =1(11)
Ona2® =1(31)=(2*)" =1*(31)> 2 =1(31)
ona 2* =1(31) = 31divise 2*-1
. ona 2" =1(11)=> 11 divise 2"'-1 |= 11x31=341divise2™ -1

et comme 31All=1

a n'est pas un multiple de 3

1. afrb61=1=an3.11.17)= 1> ):au:l

et comme 3 nombre premier
de méme on montre que a*11=1 eta*17=1

2. al

3 un nombre premier

fermat
J: @' =13)> 4’ -1=0(3) = 3divise a’ -1

a n'est pas un multiple de 3

b/ de méme que a/
¢/ de méme que a/

3. al Ona a=1(3) > (a2)®=1%(3) =a*%=1(3)
Ona a'%=1(11) > (a'9)®=1%(11) 2a>=1(11)
Ona a'®=1(17) = (a")*=1%17) 22a%%=1(17)

b/
a* =1(17)= 17 divise a*° -1
a*® =1(11)= 11 divise a*® -1 |= 11x17divise a*® -1 = 187divise a™® -1

et commellall =1
ona a*® =13) = 3divise a®® -1

et on a 187divise a*® —1 | = 3x187divise a*® -1 = 561 divise a*® -1
IAI87=1




IDENTITE DE BEZOUT

n|d4a+5b
n|Sa+2b
n|4a +5b
n|5a+2b
2. Soit h= (4a+5b)A(5a+2b).
dla) dlda+5b
=
dlb)” d[sa+2b
h|4a +5bdarést h|17a
Wsa+26) ~ 175
= k=1 ou k=17
= h=d ou h=17d

]::» nIS.(Sa +2b)-2(4a +5b) = n|l7a

J=>n|5.(4a+5b)-4.(5a+2b)=>n|l7b

On a d=aAb= J=>J|h=>h=kd

h=(4a+5b)A (5a+2b)= ]: hl7an17b=> b1 7(a nb)=> kd|17d = k|17

EX9:
1. Si d divise a et b alors d divise toute combinaison linéaire de a et b et en

particulier d divise a+bn et a+b(n-1)

2. Si d divise a+bn et a+b(n-1) Alors d divise a+bn-(a+b(n-1))=b donc d divise b
et par suite d divise bn

d divise a+bn et d divise bn Alors d divise a

3. Soientd=a"b etd' = (
*d =a”b Alors d divise aet b Alors (d'aprés 1/) d divise a+bn et a+b(n-1)
Donc d divise d’

* d’ =(a+bn)*(a+b(n-1)) Alors d' divise a+bn et a+b(n-1)
Alors (d'apres 2.) d'divise a et d' divise b donc d’ divise d

Onaddivised et d divised Donc d’=d

Conclusion : (a+bn) A (a+b)(n-1)) = a*b
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( L'algorithme d’Euclide-Bézout)
C'est ;d'aprés M Achour Abdennebi* ;le plus important des algorithmes de
I'Arithmétique.
Etant donné deux entiers a et b(b>a>0) ;le tableau ci-dessous

Suggere ce qu'il faut faire.

3 s | £ | i+l

Ri=le reste de b/a ... | ri | Riss=le reste de r.alri

Q:=le quotientde b/a | ... | q Q...= le quotient de ri.1/ri

Xi=0 Xo=1 | X3=@3.X2+X) o [ %] Xier =qQis1 Xi +Xiq1

Y|=l Y2=0 Y3= q_}.y2+Y| aee y| th: q'.‘_] -y' +yi“

r, le dernier reste non nul est le pgcdde aetb.
axn-byn= tr,

Appliqué au cas a =2015 et b = 2007 , cet algorithme donne

r 201520078 7 1
q - - 1 250 1
x 0 1 1.1+0=1{250.1+1=251]1.251+1=252
y 0 1.0+41=1]250.1+0=250 | 1.250+1=251
. Le dernier reste non nul est 1 Donc 201542007 = 1.

. L'identité de Bézout s'écrit : 2015x251-2007x252 =1 Donc a = (-252) et b=251

EX11:
Appliquons encore une fois I'algorithme d'Euclide-Bézout au cas a=323 et b=391

391 323 68 51 7

- “ ] 4

1
1
0 1 1 5 6
| 0 1 4 5

1. Le dernier reste non nul est 17 Donc 391A323=17
2. L'identité de Bézout s'écrit : 391X5-323X6=17 Donc a=5 et b=-6
3. En déduire une solution de 391a-323b=306

On remarque que 306= 17x18 Donc a=5x18 et b= (-6)x18
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CHS8 IDENTITE DE BEZOUT
EX12:

1. L'algorithme d’'Euclide Bézout donne

97 11 2 1 0

0 1 9 44 -

r 9
q - - 8 1 4 2
X 8

1

y 1 0 1 5 B

L'identité de Bézout s'ecrit : 97x5-11x44 = 1donc (5,-44) est une solution particuliére

11197(x -5)
or 11A97 =1
=x=11k+5

97x+11y=1=11y=1-97x=>11y=1-97 (11k+5)=>y=-97k-44
Réciproquement si (x,y)=(11k+5,-97k-44) Alors 97x+11y=97(11k+5)+11(-97k-44)

97x+11y=1c>97x+11y=97 5+11.(-44) = 97.(x-5)=11.(-44-y)= J: H[x=5

Conclusion : Sixz ={(11k+5,-97k-44) , keZ}

a/ L'algorithme d'Euclide Bézout donne 97x27 -77x34=1

En multipliant par 7 on obtient : 97.(27x7)-77.(34x7)=7 «<>97.189+77 .(-238)=7
donc une solution particuliére de (E) est (189 ;-238)

b/ Ona97.189-77.238=7 Donc 97x+77y=7 <> 97x+77y=97.189-77.238
< 97(x-189) = -77(y+238)
77/97.(x - 189)
==
or 77297 =1
97x+77y=7 =277y =7-97x = 77y=7-97(77k+189) = y=-238-97k

Réciproquement si (x,y)=(77k+189 ;-97k-238)
Alors 97x+77y=97 .(77k+189)+77 .(-97k-238)=7

Cl: Szxz = {(77k+189 :-97k-238))

J=>77|x—l89=>x=77k+189




Identité de Bézout

. a/ *Pourn=1 un=u' =u =2+V3 =ai+b1V3 aveca; =2 eth =
deux entiers naturels
Donc la propriété est vrai a |'ordre initial
* Soit n€IN’ Supposons que u"= a,+b, V3 avec an et b, deux entiers
et montrons que u"*'=an.1+bn.1 3 avec an.1 et bn.1 deux entiers
On a U= an+bn V3 = un*! =u.un =(2++3 ).( an+bn V3)=(2an+3bn)+(2bn+an) V3
= a1 + baa VB
Comme an et b sont deux entiers naturelles alors ans1=2an+3bn et
bn.1 =2bn+an sont deux entiers naturelles
Cl: pourtout neIN’  ur= an+b.L£ avec a, et b, deux entiers naturelles

b/ as.1=2an+3bn et bni1 =2bn+an

2. a/ (Par recurrence)

* Pour n=1 al -3b} =a] -3b} =22-3x12=1

* Soit neIN°  Supposons quea; -3b} =1 et montrons que a

a,-3b, =(2a,+3b,) -3(a, +2b,)
=4a’ -3a’ +9b; —12b} +12a,b, —12a,b,
=a’ -3b; =1

wiby =a,(a,+2b,)-(2a,+3b,)5,

=a} +2ab, -2a,b,-3b’ =a’ -3b] =1

2 _3p =1

n+l nel

ab, -a

b/ Ona Vvnx1 = anAbn=1= anAan-1=bn+1Abn

a, et b, deux entiers namrelles)hmm

ab,, -a,b,=1
EX 14:
a/ 7A14=7 ne divise pas 5 donc I'équation 7x-14y =5 n'admet pas de solutions
b/ 5x-10y=10 & x-2y=2 <« x=2+2y Donc Szxz ={(2+2k,k) keZ }
¢/ 29A58=29 ne divise pas 3 donc I'équation 29x+58y=3 n'admet pas de
solutions




H8 IDENTITE DE BEZOUT

X15:

1. (4x-3y-5)(4x+ 3y-1) =0 < 4x-3y=5 ou 4x+3y =1
(1 ;-1) est une solution particuliére trivial de I'équation 4x+3y=1 alors un

travail analogue a I'exercice 12 permet de conclure que les solutions de I'éq
4x+3y=1 sont les couples (1+3k ;-1-4k) k entier
(5 ;5) est une solution particuliére trivial de I’équation 4x-3y=5 alors un
travail analogue a I'exercice 12 permet de conclure que les solutions de I'éq
4x-3y=5 sont les couples (5+3k ;5+4k) k entier .
Conclusion :

Szxz={(1+3k ;-1-4k) ;(5+3k ;5+4k) k €Z }

{x—3y=2 {x—3y=l
ou ou

x+3y=1 x+3y=2
2. x2-9y2=2&(x-3y).(x+3y)=2e (x-3y=-2
x—3yp=-

x+3y=-1 ou {

x+3y=-2

chacun de ces 4 systémes n'a pas de solution dans ZxZ (en effet on obtient
2x=3 ou 2x=-3) donc I’équation x2-9y2=2 n'a pas de solution dans ZxZ

EX16:
1. (-3,-5) est une solution particuliére trivial de I'équation13x-8y=1 alors
un travail analogue a I'exercice 12 permet de conclure que les solutions
de I'éq 13x-8y=1 sont les couples (-3+8k ;-5+13k) k entier.

2. Si(x,y,2) solution de S Alors en faisant la somme on obtient : 13x-8y =1
donc (x,y) est une solution de (E).
S5x+y-2z =1 < 2z = 5x+y-1=5(8k-3)+13k-5-1=53k-21 un nombre pair
donc k entier impair

donc k =2p+1 p entier

={(8k—3,13k—5,53"'2'].k=zp+l peZ}
Cl: Sixza 2 )

={(16p+5.26p+8.53p+16). pe Z}
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IDENTITE DE BEZOUT

1. On remarque que (5,4) est une solution particuliére triviale de
L’équation 9u-11v=1 (si non l'algorithme d'Euclide-Bezout permet d'en trouver)

x=a(9) x=9%+a 44x =396k +44a

.rzb(ll))=>x= ! lk'+bJ=>45x=49Sk'+45b
= x=99.(5k'-4k)+(45b-44a)
= x=(45b-44a) (99)\

] = x = (495k —396k)+(45b—44a)

3 {x =6(9)

&(11) = (d'apres 2. ) x=(45x8-44x6)(99)=>x=96(99)=>x=k.99+96
X =

Réciproquement : si x=k.99+96 =x-6=9.(k.11+10)=>x=6(9)
U
x-8=k.99+88=>x-8=11.(k.9+8)=>x=8(11)

EX 18:
1. al 5x7=35=17.2+1=1(17) donc 7 est une solution particuliére

b/ 5x=1(17) < 5x=5.7(17)<5(x-7)=0(17) = '7|5(x 7

J=>17|x-7=>x=17k+7

Cl:  Sz={17.k+7 ;keZ}
¢/ Ona 345=17x20+5=345=5(17) Donc
345x=1(17)=5x=1(17) Alors d'aprés b/ Sz={17.k+7 ; keZ}
2.a/ 5x14=70=17x4+2 Donc 14 est une solution particuliére de 5x=2(17)

Donc 5x=2(17) <> 5x=5.14(17) <= 5(x-14)= 0(17)l7|5(x 14)

J =17|x-14=>x=17k+14

Cl: Sz={17.k+14 : kez}
b/ On a 430=17x25+5=430=5(17) Donc
430x=2(17) <5x=2(17) Alors d'aprés a/ S:={17.k+14 ;keZ}
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IDENTITE DE BEZOUT

1. 17x=1(33) On remarque que 2 est une solution particuliere donc
331 7(x-2)

17x=1(33) «17x=17.2(33)=17.(x-2)=0(33)=>
or33al7 =1

J:>33]x—2=>x=33k+2

Cl: Sz ={33k+2,keZ}
2. Ona 17x2=1(33)=>17x2x(-9)=-9(33)donc 2x(-9)=-18215(33) est une solution
particuliere Donc 17x=-9(33) < 17x=17.15(33)«=17(x-15)=0(33) =
33 divise 17(x-15) et comme 33A17=1 Donc 33divise x-15=>x=33k+15
Cl: Sz ={33k+15,keZ }

EX 20
12x=30y(15) «<=12x=0(15)<>12x=15k<>4x=5k=5 divise 4x et comme 5A4=1=5 divise x
Donc x est un multiple de 5 et y est quelconque
Donc I'ensemble des couples (x,y) /12x=30y(15) est {(5k.y) : kEZ et ycZ)
EX21
11x=99y(77) = 11x= k.77+99y <> x=k.7+9y
Donc I'ensemble des couples (x,y) /11x=99y(77) est {(7k+9y.y) ;: kEZ et yeZ}
EX 22
1. Soit d=aAb =d | 2b-3a=7= d=1 ou d=7 Donc les valeurs possibles de aAb sont 1 et 7
2. a/ 3a-2b= 3(2n-3)-2(3n-1)= -7 Donc pour tout n le couple(a,b) est une solution de (E).
b/ (E) :3x-2y=-7 < 3x-2y=3a-2b <« 3(x-a)=2(y-b)
=3 | 2(y-b) et comme 3A2=1Donc 3 | y-b=>y= 3k+b=3k+3n-1=3(k+n)-1=3h-1
Remplacons y par 3h-1 dans (E) on obtient : 3x=2(3h-1)-7=>x=2h-3
Cl: Sixz ={(2h-3,3h-1) ;heZ)
3. aAb=7=a=0(7) et b=0(7)=>a=b(7)=3n-1=2n-3(7)=>n=-2(7)=>n=5(7)
Réciproquement si n=5(7) =n=7k+5 =a=2(7k+5)-3=14k+7=7(2k+1)=7 | a
U
b=3(7k+5)-1=21k-14=7(3k-2)=7 | b
Onadonc7 |aet7 |bet comme les valeurs possibles de aab sont 1 et 7 donc

€l aAb=7 ssi n=5+7k ;keZ

L,9JSL_de>lyo a8g
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IDENTITE DE BEZOUT

aAn=1=aApqu=1=aAp=1; aAaq=1 etaau=1

aAp=1 et p premier alors d'apré th de Fermat a®'=1(p)
aAg=1 et q premier alors d'apré th de Fermat a%'z1(q)
aAu=1 et u premier alors d'apré th de Fermat a“'=1(u)
On a p-1 divise n-1 donc n-1=k.(p-1) =a"'=(a**)*=1* (p)=a"'=1(p)
On a g-1 divise n-1 donc n-1=k.(g-1) =a™'=(a%")*=1* (q)=a"'=1(q)
On a u-1 divise n-1 donc n-1=k.(u-1) =a"'=(a*!)*=1* (u)=a""'=1(u)
2. Ona a"-1=0(p) ; a"'-1=0(q) et pAg=1 Alors a"'-1=0(pq)
Ona a"'-1=0(pq): a"'-1=0(u) et pgAn=1 Alors a"'-1=0(pqu) donc a"*-1=0(n)

3. 561=3x11x17 On pose n=561 ; p=3 .q=11; u=17 et a=224
Alors d'apres les questions 1. et 2. on peut conclure que224°°=1(561)

4. 1729=7x13x19 on pose n=1729 ;p=7 .q=13 ; u=19 et a=561
Alors d'aprés les questions 1. et 2. on peut conclure que 56178=1(1729)

EX 24 :
1.
a/ Ona (a+b)Aab=p = p divise ab et p divise a+b
Supposons que p ne divise pas a ; comme p est premier alors pAa=1
Ona p|ab et paa=1 donc p divise b et comme p | a+b Alors p | a Absurde
Donc p divise a et comme p divise a+b Alors p divise aussi b
donc p est un diviseur commun de a et b.
b/ Soit d=aab
On a p est un diviseur commun de a et b Donc p divise d
d=aAb =d divise a et b =d divise a+b et ab=d divise p
On adonc d divise p et p divised Doncp=d Donc p=aAb

2. a/ { fe =y = aet b sont des multiples de 5 et axb=5x170=5x(5x2x17)

avb=170

Et comme asb  Alors a=5 et b=5x2x17=170 ou a=5x2 et b=5x17-85
b/ 5 étant un nombre premier alors d'apres 1. (a+b)"a.b=a”b Alors
(a+b)rab=5 anb=35
{avb=l70 {avb=l70
Alors a=5etb=z170 ou a=10 et b=85 (daprés 2. a/ )
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H8 Identité de Bézout

X25:
1. 363A484=121 (Algorithme d'Euclide)
Ona 363A484=121 et 484-363=121 Donc (363,484)e S
2. nAn+1=1=n+1-n Donc (n:n+1) €S
3.
a/ (=)
s'il existe keIN* / x=k(y-x) et y=(k+1)(y-x)  x<y Alors
xAy=k(y-x)A(k+1)(y-x)= | y-x | (kAk+1)=(y-x).1=y-x Donc (x.y)eS
(<) si(xy)eS Alors x<yet xAy=zy-x=(y-x) | x et (y-x) | y
=>x=K(y-x) et y=K(y-x)
=y-x=(k'-k)(y-x)=k'-k=1=k'zk+1

Donc x=k.(y-x) et y=(k+1)(y-x)

(x;y)eS ssi il existe keIN* / x=k(y-x) et y=(k+1)(y-x)  x<y

b/ (x:y)eS donc il existe keIN* / x=k(y-x) et y=(k+1)(y-x)

xy _k(y=x)(k+1)y-x)
XAV N y-x
4. a/ Das=(1:2:3:4:6:12:19:.38 ;57 ;76 ;114 ;228 }

b/ (xy)eS etxvy=228 = 228=zk.(k+1)(y-x) Donc k ; k+1 et y-x sont des
diviseurs de 228

=k(k+1Xy-x)

Donc xvy=

Donc les valeurs possibles de k sont 1. 2 ou 3
k=1 = y-x=114 = x=k.(y-x)=114 et y=(k+1)(y-x)=-228
k=2 = y-x=38 = x=2x38z76 et y=3x38:114
k=3 =  y-x=19 = x=3x19:57 et y=4x19:=76

Conclusion: L'ensemble des couples (x,y) de S tel que x v y=228 est
{(114,128) (76 114) :(57,76)}




CH8 IDENTITE DE BEZOUT
EX 26 :
1. @/ M(z) est invariant par f ssi z'=z en posant z=x+iy

3+4i

ssi (x—i_v)-«»l-—:':xﬁy

ssi (3+4i)(x-iy)y+1-2i=5(x+iy)
ssi 1+3x+4y+i(4x-3y-2)=5x+i5y
C|14+3x+4y=5x 2x-4y-1=0
ssi =
{41' -3y-2=5y {4x -8y-2=0
Conclusion : L'ensemble des points invariants par f est la droite A d'équation
A:  2x-4y-1=0

b/ f est une similitude indirecte de rapport k= '% =1donc f est un

< 2x-4y-1=0

antidéplacement ayants des points invariants donc f est une symétrie axiale d'axe la
droit A :2x-4y-1=0
2. o/ Z'réel & Im(Z')=0<4x-3y-2=0 Donc D est la droite d'éq :4x-3y-2-0
b/ 4x-3y=2 (2 .2) est une solution particuliére triviale
un travail analogue @ I'ex 12 permet de trouver Szxz ={(3k+2 ;4k+2) :keZ}

¢/ Les poits de D dont les coordonnées sont des entiers sont :M=(3k+2 ;4k+2) :kEZ

3+4i 1-2i 4+4y+i(2-3y)

1 z=1+iy 2= - -
z=1+y =2 5 (1-iy)+ 3 5

541+ y)

réel(z’) entier @f+—4'v=k SHl+y)=5k
5 orSand=1

)=> 5|1+ y =»y=5k-1

2-3(5k-1) _5-15k
5§ 5
Cl: Réel(z') et Im(Z) sont entiers ssi y=5k-1; keZ
EX 27
1. (a®+ab-b?)?z1 = a®*+ab-b?*=1 ou a?+ab-b*=-1
= a(a+b)-b.b=1 ou a(a+b)-b.b=-1 Alors d'aprés th de Bézout a et
b sont premiers entre eux

y=5k-1 >Im(z)=

=1-3k =Im(Z') est un entier

2. Si x=y alors (E) < (xy)*=1< x*=1 ©x=1 ou x=-1
Cl: Les solutions de (E) telles que x=y sont (1,1) et (-1,-1)
3. a/ (p.q) solution = (p2+pg-q*)*=1
(q%+q(p+q)-(p+q)*)* = (4°+Pq+q*-p*-q*-2pq)*= (-p*-pq+q*)*= (p*+pq-q°)*=1
Donc (q,p+q) est une solution de (E).
b/ On a (q,p+q) est une solution de (E) Alors daprés a/ (p+q.g+p+q) solution
Donc (p+q.p+2q) est une solution de (E)
¢/ Ona (1,1) solution ,en utilisant 3. a/ on obtient (1,2):(2, 3):(3,5) :(5.8) et (8,13)
solutions de (E).
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EX 28 :
1. Ona (a*-b?*)*+(2ab)*=(a*+b?*)* Donc (a*-b* ;2ab ;a*+b?) ¢ E.

2. a/ (x.y.z)élément de E donc x*+y?=22
xAy=1 & x?Ay?zl =>x?A(x?+y?)=1ax?Az%=12xA2:1
4
(x2+y?)Ay?=1=22 Ay?=1=2Ay=1
b/ Si x et y sont tout les deus paires alors 2 est un diviseur
commun de x et y ce qui est absurde car pgcd(x,y)=1
¢/ Les restes possibles d'un entier a modulo 4 sont :0:1;2 ;3.

leau de i
Alors le tableau de congruence suivant Reste madulo 4 de a

Reste modulo 4 de a2

prouve que. |'équation :a?=2 (4) ne Posséde pas de solution entiére
J/ Si x et y sont impairs=>x=2k+1 et y=2k'+1
Donc z2=x2+y?=(2k+1)*+(2k'+1)*= 4.(k®+k'2+k+k'}+2=2(4) absurde
Car I'équation :a®=2 (4) ne Posséde pas de solution entiére
Donc x et y ne sont pas tout les deux impairs .
d/ ( x impair et y pair)=(x*impair et y? pair)=x?+yimpair=z?impair=zimpair
(x impair et z impair)=> z+x et z-x sont pairs.= il existe deux entiers
Strictement positifs p et q / z+x=2p et z-x=2q ( car x,yet z €IN’
Et x*+y?=22=22>x)
(z+x=2p et z-x=2q)= x=p-q et z=p+q et y*=z*-x*=(p+q)*-(p-q)*=4pq
Soit d=pAq=d divise p etq=d divise p+q etp-q=d divse z et x=>d=1 car xAy=1
Donc p et q sont premiers entre eux.
On ay pair =y=2k=y?=4k?=4pq=k?=pq et comme pAg=1 Alors p et q sont
Des carrées parfaits.
@Remarquons d'abord que si (x,y,z)€E alors (y,x,z)eE et (kx,ky kz)eE
Tenant compte de cette remarque et des questions 1. et 2. on peut conclure que
E={(k(a2-b?),k(2ab) k(a?+b?)) :(k(2ab) k(a?-b?) k(a®+b?)); kEIN et a>b>0}

b=1et a=2 —> (3,4,5) :(6.8,10). (9,12,15) .(4,3,5). (8.6,10):(12,9,15)
b=1eta=3 ==+ (8,6,10). (6,8,10
b=1et a=4 =—=» (15,8,17) ; (8,15,17) b=1et a=5 ==» 218
b=2 et a=3 =—» (5,12,13) ;(12,5,13)
b=2 et a=4 =—=» 2>18 b=3 et a=4 =—=» 2>18
Conclusion: Tous les triplets de E tels que z EMBED Equation.DSMT4 18 sont :
(3.4,5) :(6,8,10); (9.12,15) ;(4.3,5). (8,6,10):(12,9,15); (15,8,17) . (8,15,17)
(5.12,13) ;(12,5,13)

%
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EX29: , Message
1. a/ B—i=2= a'=5%=2523(11) >f(i)=3—C [
A—iz1=> a'=5' =525(11) = f(i)-5—~E
C—i=3=> a'=5° =12524(11) >£(i)=4—~D

i
f(i)
Code

b/ F—iz=6= a'=5°%=5 (11) >f(i)=5—E
A—iz1=> a'=5'=5=5(11) = f(i)=5—~E Donc le message «FADE> est
D—iz=4= a'=5* =9(11) =f(i)=9~I codé «EETA>
E—i=5= a'=5° =1 (11) = f(i)=1-A
On ne peut pas déchiffrer avec certitude le message codé car E peut-étre
déchiffrer F ou A.
2. a=2

Message E

A
i 1 5
2

e

3

f(i) 8 10
Code B8 D H J

Oui on peut déchiffrer avec certitude un message codé (bijection )
3. a/ (=)
a'za'(11)=a'za'+11ke a'-a'=1lke=a' (0™ -1)=11k
_! ta'@™ 1)

orllina=1

]=> 1 lla"" -1=d"" =1(11)

(<) si a=1(11)=a"" a'=1.a'(11)=

cl: a'=d(11) o a’'=1(11)

b/ f permet de chiffrer et de déchiffrer avec certitude tous les messages
ssiVi'#i a"#a'(11) ssi a“=1(11) i et i’ deux entiers compris entre 1 et 10 et i’
=>i-ie{1,2,3,..9)
ssi a' n'est pas congru a 1 modulo 11 pour tout i €{1,2,3,..9}
¢/ On aa«< 11 donc 11 ne divise pas a ;et comme 11 nombre premier Alors
d'apres th de Fermat a'°=1(11)
Supposons que k ne divise pas 10 alors 10= n.k+u avec  u<k
a*=1(11)=a"*=1(11) et comme a'°=1(11) Alors a'>"*=1(11)=>a"=1(11) avec u<k
Absurde car k est le plus petit entier deQ tel que a*=1(11).
d/ Pour bien choisir a il suffit que a* et a° ne sont pas congrus & 1 modulo 10.
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CH8 IDENTITE DE BEZOUT

EX30:
1. Fo=0:Fi=1 ; Fz=Fi+Fo=1 ; F3=F#Fi=2 . Fs=3 . Fs=5
Fe=8 > F=13 . Fg=21 :Fs=34 ; F10=55

2. (Par recurrence)
*Pour n=1:  (-1)"=(-1)'=-1 et  Fnu Fn1-Fa?=F2 Fo -F1%= -1
Donc la proprieté est vrai a l'ordre initial.
*Soit neIN’  supposons que Frei Fra-Fa?= (-1)"
et montrons que Fr.z Fo-Froi?= (-1)™
Fre2 Fn‘Fndz: (le"'Fn)-Fn 'lez:Fnz"Fn*an'Fnolz
=F, 2 'Fnol(Fntl'Fn)
= By ‘le(Fn"Fn-l'Fn)
= Fnz‘Fnol-Fn-l =-( Fre1 Fn-l'Fn2)=" ('l)n
(1!
Cl: pour tout entier non nul nona: Fp Fri-Fa®= (-1)"

pour tout entier non nul non a: Frei Fr.1i-Fn Fn= (-1)°
et comme pour tout entier non nul n F, est un entier ; alors dapreés th

de bézout Fn A Fpa=1

4. (Par recurrence sur m)
*Pour m=0  Frm=Fn et  FaFni1*FmiFa= FoFa1#+FiFn = Fr
Donc la proprieté est vrai a I'ordre initial
*Soim €IN  Supposons que  Frem= FmFa-1#Fme1Fa
Et montrons que Frme1= FrmetFn1*Fme2Fn
Frome = Faem +Frem-1 = FrFa-1#FmeiFa + Fa-1Fa1*FmFa
= (Fm"’Fm-l)Fn-l +(Fme1+fm)Fa
= Frmet Fra+ Fme2 Fn
Cl : pour tout entier non nul n et pour tout entier m on a Fr.m= FnFr.1+FreiFa
5,
Fm A Fmen = FnA( FFro1#FmeaFa)=FmA( FmeiFn)= Fm A Fn car Fm A Fre =1




CHS8 IDENTITE DE BEZOUT

EX31:

1. Tout les entiers non nul et inférieurs @ 7 sont premiers avec7donc @(7)=6
les entiers non nul , inférieurs a 8 et premiers avec 8 sont : 1.3 :5et 7

donc @(8)=4

2. Comme O n'est pas premier avec n ; alors il existe au plus n-1 entiers inférieurs @ n

et premiers avec n donc @(n)< n-1
3. a/ p est premier donc tout les entiers non nul et

p donc @(p)=p-1

inférieurs a p sont premiers avec

b/ a non divisible par p et p premier alors d'aprés th de Fermat a®'=1(p)

et comme  @(p)=p-1 alors a®®=1(p)
4. a/ p et q sont deux nombres premiers ;alors les nombres non premiers avec pq sont

seulement les multiples de p ou les multiples de q

Or il ya exactement g-1 multiples non nul de p inférieur d pq
et il ya exactement p-1 multiples non nul de q inférieur d pq
et il ya exactement pg-1 entier non nul et inférieur a pq

Alors @(pq)= (pq-1) - [(q-1+(p-1)}- pq-p-q+1=(p-

1)(q-1)= ®(p).9(q)

b/ Ona a®P=](p)=> (a¥P)e@ =](p)=> a®P®@ =1 (p)=> a®ra =1(p)
Ona a%@=1(q)= (a®@)®P =](q)=> a®@®P =]1(q)=> a®Pd =1(p)

Et comme pAag-=1
Alors a®ea =1(pq)

Si(n=0(a) ;n=0(b) et aAb=1) Alors n=0(ab )

¢/ 1649=97x17 (17 et 97 sont premiers ; @(17)=16 ©(97)=96 )
10 n'est pas divisible par 17 et par 97 alors d'apreés b/

10'*%6=1(97x17)=10"%=1(1649)

10403-101x103 ( 101 et 103 sont premiers ; ®(101)=100 (103)=102)
10430 n'est pas divisible par 101 et par 103 alors d'aprés b/

10430'%1921(101x103)=10'2°=1(10403)
5. a/ p étant premier donc seuls les multiples de p ne sont pas premiers avec p
qui sont :1p ;2.p:3.p... .p*".p=p* Doncilya p*'-1 entiers inférieur a p*et non
premiers avec p* donc @(p*)=(p* -1)-( p** -1)=p* -p**

b/ @(125)=(5°%)=5° - 522100 ;(256)=p(2°)=2° -

L}
)

(1+up)” " = icj (wpy =1+ Ciwp)

6. a/ /=0 /

27:128 ; (1331)=op(113)=113-112

et comme p'™" divise C,',. . Alors p' divise C/'. (u.p) Vje {1:2:.-.:PH}

b/ (Par récurrence ) * Pour k=1 La propriété est vrai d'aprés 3. b/
*Soit keIN"  supposons que a*”" =1(p*)= a®"") =1+u.p*

Et montrons que o

) El(pkol)

D'aprés 5. a/ on a @(p*)=p* -p** = @(p*")= p.o(p")

Donc amp"’» - a""”""' s (ump‘l)h =(I +u.p‘ ) = l(pk-l)

Pour a=17 ;p=5 et k=3 on obtient 17'%=1(125) : pour a=17 ; p=2 et k=8 on obtient..

v  LyslBlL_da>le 2990

b

BAC.MOURAJAA.COM




