LIMITES CLASSIQUES DETOUTES LES
FONCTIONS

fonction lux:definie dans |0; +

lim linx = -00
-0t

lim liny= +00
1-400

lim xlnx = o0

10t

lim x*fnx=0(a > 0)
10t

o mx
lim—=0
to X

Inx
lim — =0 (x>0)

=0 X

I
lim—=1
-1

I
lim—=-w
-0ty

In(ax+1
lim ( ):l(aE]R)
-0 ax

_ In(ax+1)
lim
-0y

e
-
»0X

In(-
i 2

m-0 X

lim (lnx)2 0
ml—=| =
-0\ |y

lim xlnx =+

140

In(x+1
limg=0
mto X

~ In(x-1)

lim ——=0
P x4

=a(aeR)
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[nx" = nlnx
[ne=1

n1=0
[0 = -

x> lye x>y
x=yer=¢

Ine*=x

m(x+1)z 9l il

bt bt

of2) -l
G
nln ﬁxl ‘sinestpaire(Z)

nln(ﬁ;)sinimpairea)

Fonctions exponentielle définie
dans]-o; +oo]

lim e*=0

13-
lim ¢* = +0
1400

ex

lim —=+0
10 X

X

lim — =+ (@>0)

e

lim xe*=0

)

lim xe™*=0
140

lim x%7*=0 (2> 0)
140
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lim x%*=0 (a>0)

X-=0

X

lim == 0
110 e

X

lim = =0
Pt0e
-1
lim—=1
-0 X

e"-1

Ui

e"-1
lim =1
-0 ax
ex
lim (x - ¢") = lim x(l——) = -0

t0 t0 X

lim [xf = lim ¢

19— 19—

= lim g2 = gt =

1=-00
Propriétés
{

b
e'e) = ex+y; e_y =) ==
e

’ex
()" =e"(neR)
el=g;ed=1;¢®=0
e2el ery;

e=yax=lny; eM=1;




Fonctions circulaires
- sinx
lim—=1
-0 X

sinll

lim—-=1
u-0

Notions de base des limites

V1€ R (L estunréel)

| l 0
-z == [Xxo=0;-=(
0 © !

)
=0 [+o=0: palk

E:mw+m:m;

0
—0-0=-0} ;:0

Formes indéterminées

0 )
) +00—00;0xoo;i—00

Notion d'intervalle

1<0 o 0N,

3§ = ;0

x>0;@Q_ﬂm

3 8=0; +of

10 o B\ o

3 §= J-;()
120 -&ﬁ 0
3 §=10; 4o
Exemple: f(x) = x* -
1;solution sz f
six<0&six20

pourx <01lasolution de f est

r+1=0 (r=-1
-1={ e 3 et
r-1=0 \x=1
-0 - 0
§=]-o;-1]
pour x > 0 lasolution de f est

{x+1=0 r=-1

Pak-1= ot 3 et

-1=0 (x=1
S\ 1 tw
R ,
S=[-1:1Ju[t; +o]

NB: quelintervalle st toujours
ouvertea: < ou> ¢.a.d (Ja;b[)

Est toujours ferméea: < ou >
ca.d([a;b])

Ensembles de definitions des fonctions
fl)=ar* +hr+c Ef=
o0,

Toutes fonctions polyndmes est
définie dans R
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Fonctions rationnelle

)
flx)= " avec A(x)& B(x) Des

polynimesf(x) & B(x) % 0
)= 2

Exemple: f(x)-xz_1 faer

1#03Ef=

J-eo; AU AU 4o]

Fonctions irrationnelle

flx) exitessiA(x) > 0

Exemple f(x)=vx-1,
fz(x):‘/m; fg(x):\/x2_+1
festdefinie & x-120
121

Efy=[1; tal

Efy=]-o; -1JU[1; 4]
Efy=]-0; 4

Autres formes

. (2000
fl)= gy 3 {B(x)¢0(2)
Ef = Ef; UEf,
f(x)=% f16 B>

Efz]xm+w[
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0, (Ax)20(1)
)= 5 ﬁH[B(x)>0(2)

Ef=Ef; VEfy

Ef=Ef; UEf,
Fonctions sinus, cosinus et tangente
Toutes fonctions circulaires est définie
dansR : sur l'intervalle |-o0: +o]
FONCTION EXPONENTIELLE
Toutes fonctions exponentielle est
éfinie dans
R ;surl'intervalle |-oo; +oof
FONCTIONS LOGARITHME NEPERIEN
(Inx)
flr)=lnx faex>0:Ef =
[0; +o]
f(x) = In(u) f est definie

(u) > 0¥ la valeur dex .
flx)=Inly fIox20;
Ef = -0; 0[U]0; 4]
o)

“1.
x )

1+ .
:ln(T) fs’ecrttZln‘

Lyallsl_dslye glgs
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fae 2= )20

P

Ef =]-m;-1[u]-1;0{u]0; +w]
fr) =tn(x-17f30 30-1)> 0
2 Bf =]1; 4]

Equation e a tangente
y=fmlx-xy)+ flxy)

Centre de symétrie

Le pointA (3,b) est centre de symetrie
& f(2a-x)+f(x)=2b

Axe desymétre

La droite d'équationx =2 estaxe de
symétrie & f(2a-1) = f(x);
Branches infinies

lim f (x) = oo La droite d'équation

=X

1 = xpest asymptote verticale (AV)a
[a courbe (C f)

llm f(x) = oo Ladroite déquation

x—i(X)

y =y est asymptote horizontale
(AH)dla courbe(Cf);
)

to; lim—-=a
-to X

lim f(x)=

1-100

lim [f(x) -

1ot

| = b Ladroite

('équation’y = ax + b et une

asymptote oblique (AO) ala courbe

(¢

lim f(v)= $eo; lim f (f(x))

1910 xa+oo

0

00

(1) : branche parabolique de direction
y=a;

(2):y = axest asymptote oblique
(A0)

(3):y=ax+best AO;

Position de la courbe par rapport ay

[fle)-yl> 0;C; est au dessus de y
[£(e) - 31 <0;C; esten dessous de y
[f0) - y1= 0;C; coupey(y=ax+b)

NB ona um extremumsi la dérivée 1=
s anmule & change de signe.
Contimit & dérivabilité

Une fonction est lorsque [a limite a
gaucheest égaleacelleadroite
Exemple

fx[ flx)= 2t +3x 4 15ix <0
fr) = In@Bx - 1)+ 3xsi x> 0

f est continue <

im f(r)= i)

X-UCO 0

flx) est derivable  la derivabilité

agauche = acelle adroite c.a.d

f(x) - f(x,)

lim V(1) =
X_’Xo X_XO

i)~
i 1)
x5 X=X

Différents points lorsquef nest pas

dérivable:

. f(X)—f(XO) ]
L

flx) - f(xo)
li =f'
XLT&' X- X0 d(XO)
Point de rebroussement ¥ (donne

infinie de signe contraire)

1)~ 1(x)
lim
X_’Xﬂ X - XO

. f0)-f(x)
lim
x-»xaf X-Xg

= fg’(x()) ="

= f’d(xo) = -0

f, (18 f d(xo) sont des nombres
derives
Point d'inflexion (donne infinie de

mémesigne)

1)~ 1(x)
lim
X_’Xo X - XO

i f(x) - (x,)
im

x5 X=X

= fg’(xo) = -0

= f,d(XO) =100

Point anguleux

- f0)-f(xg)
lim
X1 X=X

= fg’(xo) - ioo
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gigf(xi:iix")=f'd<xﬂ>:aem
Point d'intersection de la courbe avec
les axes
Avec [axe des abscisses: on posey =
0 & on résous Iéquation f(x) = .
Avec laxe des ordonnées: on posex =
0, onrésous Iéquationy = 0
Exemple
flx)=2-2)n2-x)
y=06Q-1)IZ-1)=0
2-1=0-1x=1
nQ2-1)=0-2-r=1-1=1
On a deux points
soient:A(2; 0) &B(1;0)

EQUATIONS ET INEQUATIONS
RACINES CARREES
B>0(1)
= A=B4(2)
A20(1)
B>0(2)
A=B (3)
§=5,US,US,s
A20(1)
JA<B-{B>0Q)
A<B(3)
S:S1U52U53

§=5,US,

f1=5-



A20(1)
JA<B-~{B20Q)
A<BL(3)
§=5,U8,US;s
4>0(1)
JA<\B~ B>0(2)
A<B(3)

§=5,U5,US;
4>0(1)

JA<{B-+{B>0(2)
A<B(3)

§=5,U5,US;
4>0(1)

A>B-+{B20Q)
A>B(3)

3251U52U53
A>0(1)

A>B-{B>0(2)
4>B(3)

5231U52U53
NE

VZMDWHZWM

B<A2)" > B

SI=S1USZ jS”=51US2 -

§=5n8§;

A>00), . (A20(1
-2} BZ((Z))(”)
§,=81USy;8;=51U8; »
§=5n§y
NB avec! intersection a solution est la
partie que 'on achur sur la droite
graduée,
EQUATIONDIFFERENTIELLE

ay’+by:0;y:ke_Ib"
ay'+by'+cy=0

L, équation caractéristique associée
est:ay+ br+c=

0 équation du?2®

sid=0; y;=(Av+B)e"™

si 0<0;

¥ = (Acosbx + Bsinbx)e™
r'=a-ib:r"=a+ib

si 0>0;y;=Ae™ +Be'*
Différentes solutions particuliéres
- solution particufiére f dont[a courbe

admet le point | de coordonnées
[ (a;b) comme point d'inflexion:

ENSEMBLE C DES NOMBRES COMPLEXES

Exemple: L'équation *+1=)

Cette équation n'a aucune solution dans R
On deécide alors d imaginer un nombre qui soit solution de cette équation. On

notei cenombre, Ains:

Jflo=i

f')=0(2)
-solution particuliére pour que a
courbe de représentative de g admet
au point dabscisse X = gune

tangente horizontale: g’ (Z) =0

- solution particuliére dont f admet au
point A (a; b) une tangente parallele
horizontale un extremum a laxe des
abscisses

V@=b®

f@=0@)

Exemple1: (E):y"+ay' +by=0
déterminerla de valeurde a &b pour
que la solution particulifre de cette
équationsoit: f(x) = (Acos2x +
Bsin2x)e*

Exemple 2 (E): apour équationy" +
2y'+2y = 0 déterminer la solution
partioulier telle quef Cf passe par le

T
pointA(g ; € 1) etadmet en ce point
une tangente horizontale x = 5%.

Solution des exercices
Puis, on désigne:

rlrw
1) Forme algébrique

Definition:

Détermination des valeurs dea&b
F est solution particuliére de (E), ces
deuxracines sont: ' =1-
dietr'"=1+2i

lasommeest :1' +1" = _;b;
leproduitest: 1’1" = :
422 1D 140
'—1“ 52=-qo0=-]
= (-2 =
-142i-2i+4=h-b=5

(E):y" -2y +5y=0
fig=e0
5
el
Apres caloul les expressions d'yet f
sont:

¥ = ¢ (Acosx + Bsinx)
fx) = e™sinx,

Unnombre complexe est un élément de [a forme;
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T41y 1=14y
=1+

Avecx ety réels, et vérifiant =1

Somme:

o v+d=(v42) 4y +)

L' €criture d'un nombre complexe z=x+iy est la forme algébrique dez.

Ains: Produit
xest appelé partie réelle dez; onlanote Re(z) 147 = (:E + iy) (IEr +12 ’)
y est appelé partie imaginaire dez, onla note Im(z)

2= Relt) +ix Imz) = (oo’ 4y +

(n peut remarquer que:

o Six=0, ondit quezest imagiaire pur (z EiR )
' Siy:O,zestunreel(zER) (iﬂ-l'iy)(fﬂ —iy] :fEQ‘HJ?

Définition-Théorbme (ona (xy) différentde (0,0))

Deux nombres complexes sont égau s et seulement st ls ont méme partie (:E ‘HU)*( _ W) -1
réelle et méme partie imaginaire, it 4 1;

D'oi
Cecirevienta dire qu'un nombre complexe possede une unique forme

algéhrique I 1 T oy

- = — = -1
2) Opérations dansC roatiy eyt oty
Quotent

(Onpeut alors appliquer les formules de 12 vues ci-dessus)

Les régles de calcul dans R soen; simplement "étendues” & ce nouvel
ensemble,

3) Conjugué

On pose: , .
Onappelle conjugue de z=x+iy le nombre:
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7=1-1)
t6R-2=7
Si zimaginaire pur:

Module et argument
1)CetP

On considere le plan rapporté a un repére orthonormé (Oju;v)
On note ‘application:

pC — P
r=rty = My
(0 est évidement une bijection.

Ainsi C est "identifié a P et "Réciproquement’

Vocabulaire:
M, image de z.par ¢ a pour affixez

ULM Services: umlservices]

Par exemple:
SoitA(0,2), on ap(2i)=A donc Ziest [ affixede A

2) Coordonnées polaires et cartésiennes

Tout point M du plan est repéré par un couple (r;8) our=0M et 6 une des
mesures en radians de [angle (u;0M)

Théoreme

(MDifférent de 0)
Si (r;8) est un couple e coordonnges polaires de M, alors les coordonnées
cartésiennes sont:

1 =1 cosf)

y=1 sin()

Réciproguement, si (x;y) sont les coordonnées cartésiennes de M alors un
couple de coordonnées polaire (1:8) de M est tel que:
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r= Ji1 g
cos(f) = = et sin(fl) =
3) Défintion

zunnombre complexe non nul, M point d'affixez. (1;6) un couple de
coordonnées polaire de M.
Nous noterons que;

o restlemodule dez. Onle note [z
o Gestunargument dez, onle notearg(z)

Par exemple:
=2l

Alors:|z| =\ 22 + 22 - \/g
V2

cos(f) = %5 -1

Propriété
Considérons z=x+iy

LT

Enparticulier i y=0, |z|=|x|, onpeut donc dire que e module est
"['extension” de la valeur absolue dans C.
Siy=0,alors:

arg(z) = 0[] done z €

En particulier:

arg(z) =012 = z€ R
arglz) =miln| = 2€R°
r=0 - urg(z):g[ﬂ]—‘r (ER

zunnombre complexe non nul
Définiton

L' €criture = r(cosf + isinf)est I écriture trigonométrique de z

Vocabulire

Domaine associé

Nous appellerons E domaine associé a une fonctionf continue sur [a;b] e
domaine délimite par:

(f (la courbe représentative de f)
L/'axe des abscisses
Les droites ' équation x=a et x=b

0

Unite d'aire
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Latransformation géométrique Fassociée & fest la ranslation de vecteurii
Leplan P muni d'un repere orthogonal (0;;) a pour unité d'aireua lairedu | daffixea

rectangle batia partir de 0;1. Homothétie

> Fonction f:2- f(z) = az + b Oua estun nombre réel non mul iffrent de 1 b
Les différents cadrans un nombre complexe donné, Latransformationgéométrique Fassociée a fest

Lhomothétie de rapport aet de centrele point () daffixe @ = %l ;

+sin
Onaalors Pégalié caractéritioue f(z) -0 =a(z- 0)
/ Roaion

10 =Fonction £: - £(z) = az + b oll aest un nombre complexe (non réel)
donné veérifiant

|a| =1, bun complee donné.

- La transformation géometrique Fassociée a fest la rotation de centre

/ Qd’affixew=£1 ; &d'angle;arg(0)
f2)-0=0(z- 0)= "9z~ o)
: Exemple

Kinvariant; Zy-qg.(q);tanslation] enl; Z; = a; + b (2)

Racines niémes Simultude plane directe
Exemple 1 & 1 = [1* 30]

r= 1 M0—>M1.M1->M2;sil’:al+b

I Iy =alye+b(1)
ell= + kn

30 5+2’m i 012) Ty =y 45()

@[r;0]3=l1;1ﬂ®

. e b
Exemgle 2: 200 sila|# 1 centread'affixes= = ;angled;arg(6); rapport ki k =

Caleuldez ]
T 2010n

o 0= 0= G 2000/ _ 209 o restoest: )

e l=Strees L NTECRALEDONE FONCTION CONTINUEET POSTTVE
T 2010 o, 21[_ X

& 502n+1 o= o isin = i

Définition:

Transformations Soitf continue et positive sur [a;b]. Lintégrale dea ab e fest I'aire du

Translation domaine associé a fsur [, exprimée en ua. Onla note:

> fonction f:2 - f(z) 2+ a;0uaestunnombre complexe donné
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[f(w)dw

Cela se it somme dea ab de f(x)dx I'ntégrale est une somme infinie

Lathéorie a d'abord été posée par Riemann, enprenant une somme d'aires
simples (de rectangles) et en additionnant toutes ces aires on peut obtenir un
résultat ' autant plus proche de la réalité que[a variation entre chaque base
de batonnet sera petite:

%

11 - Intéorale d'ne fonction continue
Définition;

Soit f une fonction continue sur [a;b] (a<b) if est négative alors:

[ =

Sifest de signe quelquonque, par exemple positive sur 1 e¢ négative sur
Ezalors:

b
/ = ire(Ey) - aire(Fy)
fl
[11- Propriété

fet ¢ continues sur un intervalle | contenanta, b et c. Pourtout a del:

[ b b
]f:zdﬂ]fmdm:]fwdm

Pouraeth el tous réels alpha et beta

b b

L E](f:vf(I)Jrﬁg(i))dm=ﬂf ] fle) do+ L gle)de

fl

Ces théoremes sont adris (en réalité ils ne découlent pas de I'intégrale mais
|a definissent, mais ¢'est cette approche que |'on garde en Terminale §)

Encadrement / Valeur moyenne

Theoréme;
f et g deux fonctions continues, pour a< b
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l

el 200 [ 20 | el

b Et il existe c de [a;b] tel que (théoréme des valeurs intermédiaires):
] gl
i

b
e <o i | i

1 b
= | A=t

Pour une fonction qui n'est pas croissante, l faudrait établir que la continuité
Théoréme: de fest le caractere fermé de [a;b] implique I'existence d'un minimum et d'un
maximum atteint par fsur [a;b]

el <l SMulorsn(b-u]S/bf(t]dth(b-u]

ffonction continue sur [a;b] (a<b)
Lavaleur moyenne def entre aetb est: [V - Primitives

L[ Définion
j ol

b-0 f est une fonction définie sur un intervalle I, une primitive de f est une fonction
De plus, il existe ¢ € [aib] tel gue: F dérivable sur [ telle que:

Théoréme

Preuve: f une fonction définie sur | et admettant une primitive F sur | lors:

Supposons que f soit croissante.
1. fadmet une infinité de primitive

el fCSHl | e

Prewve:
-0 b+
I F dérivable sur, G dérivable sur I
Donc G'(x)=F (x)=f, donc (G-F)'=0et par conséquent:

ULM Services: umlservices! @gmail.com +242064086712/069233730




heR: Vel (G-F)a)=k

Corollaire:
xoun réel donng de I, youn réel, il existe une unique primitive G de ftel que:

G)=y0

Donc:
3= - Flay)
V - ntégrale et primitive

1) Définition, Theéoréme

f continue sur un intervalle [ a €1
F définie sur  par:

Est['unique primitive def s'annulant ena. a Preuve suivante:
yth i
-l / - / i
I I
To+h it
§ / f(tydt + / ()
|

fl

rn+h

f(t)dt

Nous savons (cfthéoreme précédent) qu'il existe ci € [vo;xo+h)] tel que:

tgt+h
/ = e

)
Donc:

YC, € [xg; xp +ALF(ry +B) - Flxy) =
hxf(c)

lme, =1
h—}Oh |

- Flag+h)-Flag)
T — = f(z)

Donc F Est bien une primitive de f,car

Vg€ I: F'(zg) = flzo)

Corollaire

f continue sur [, aetb deuxréels de I et F une primitive de f,on note;

b
| =)=
0
2) Intégration par partie
b p
[ ' (Wu(e)de=[ulxo(y) - I u(x)y'(x)d

a
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SULTES NUMERIQUES

Relation de récurrence pour tout n appartenanta N
Unsi=Uytr; Visr=q'Vy

Terme général en fonction den
Up=Utrn; V=g Vo =2,
Somme des n premiers termes

_[rt)

tout n appartenantaN

—— (g +h)

11 - Raisonnement par récurrence
A) [ntroduction

Objet: étudier qu'une propriété dépendante de n est vraie pour tout ndeN

(oua partir d'une certaine valeur ny). Par exemple nous posons la propriété:

P Zkz Lapsogts n+1)(2n+1)
6

Passons maintenant au raisonnement,
B) Initialisation

Lapremigre étape est |'initialisation. On constate que la propriété est vraie
pour k=1, c'esta dire la valeur de depart,
Pour notre exemple:

1041)241)
6

DoncP; est vraie

() Herédité

_6_1
="

On suppose que la proprigté est vraie pour un n quelquonque, ¢'est cequ'on
appelle ['hypothese de récurrence. On démontre alors quel'hypothése marche
aussi pour nt1

Revenons a notre exenple, on suppose:

Z k?_ n(ntl1)(2n+1)
B b

k=1
Par conséquent;

ik +(n+ )2 ‘H(TH' )(QTH' )

k=l
n+l
L ”’“62’” oy
n+1
y et 1)(204+1)+6(n+1)
Zk :
“H Jn(2n+1) 4 6(n+1)
)
Ek :

4l

“fkg (n+1)2n% +Tn+6
b
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On cherche es racines du polyndme 2n°+7n-+6 qui sont - et-L.5, comme
a=2 on peut le factoriser ainst

W )42 43)

2 _
. it

Onadonc:

i

el B V=) gy Vo
Comportement global d'une suite

S

1) Sens de variation
&) Définitions

Une suite Uy est croissante a partir du rang ng i

il :_} nl]:Un S Un+1
Unesuite Uy est décroissante a partir du rang ny si:

Une suite est monotone s elle est croissante ou décroissante a partir de son
premmier terme,

B) Méthodes

Pour une suite de laforme Uy=f(n) on peut effectuer |'étude des variations de
lafonctionf(x)

On peut également étudier le signe de Ups1-Us

Ou comparer;

b it |

[
Suites majorées, minorées, bornées
ULM Services: umlservices]

Définition: Soit Uy une suite de réels. On it que cette suite est majorée s’
existe un réel Mtel que:

meNU, <)

On dit qu'elle est minorée §'l existe un réel m tel que:

meNU, >m

Uy est bornéesi elle est majorée et minorée |
On peut aussi dire que,

» - Unesuite croissante est minorée par son premier terme

» Unesuite décroissante est majorée par son premier terme
Or, cette expression est [a méme que Py1 doncsi P, est vraie alors
Py 'est aussi,

Si M est majorant de Uy, alors tout réel M'>M 'est également. Une suite
majorée a donc une infinité de majorants ! On peut faire la méme démarche
pour une Suite minorée.

Comportement asymptotique d'une suite
1) Suite convergente
1) Définitions

Soit Uy une suite numerique et a un réel.
On it que Uy admet pour limite a i tout intervalle ouvert contenant a
contient

Tous les termes dea suite a partir d'un certain rang
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Comme vousle voyezsur ce schéma, a limite est aa et a partir de Us toutes
les valeurs sont comprises dans I intervalle

[=]a-gate] (eX)

Lenombre de termes compris dans cet intervalle est illimité, en revanchele
nombre de termes qui ne sont pas compris dans cet intervalle est fini (on peut
presque les compter sur le schéma). On est parvenu a "Bloquer" [a suite dans
['intervalle

Lorsque Uyadmet une limite finie a, on dit qu'elle converge et onle note;

a=liml,
b) Théoréme

Si une suite converge sa limite est unique.
(Démonstration a venir)

3) Suites ayant pour limite + ou - 'nfini
a) Définition

Une suite Uy admet pour |'imite + |'infini (Respectivement - 'infini) s tout
intervalle du type [A+infini [ (Respectivement |-infini A] contient tous les

ULM Services: umlservices]

termes de la suite a partir d'un certain rang

b) Suites de référence

Lies suites de termes généraux:
Up=ie
Avec >0 admettent pour limite +infini

4) Suites divergentes
a) Definition

Une suite Uy est divergente lorsqu'elle n‘admet pas de limite fnie. C'est a dire
qu'une suite diverge lorsque que:

, lim U =400 00 -0
o Uy n'admet pas de limite

Exemple desuite n'admettant pas de limites:
Un = (‘ 1)“

Car (-1)»depend de la parité de n, cette suite varie donc perpétuellement
entre-Let1!

5) Opérations sur ls limites

Theéoréme (admis)
(Uy) et (V) sont deux suites telles que:
lim U}, = a

limV, ="

Ouaetb sont 2 nombres, ou +00 ou-00
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¢) Troisime partie

b <l

lim W, = =
7) Comportement asymptotique de (gr

b=>limV, = -0

Théoréme:

L pl=>lmg =+X

2 ¢=1=>limg=1

3 IKgkt=>limgr =0

4, q<ouégala-1=> g diverge etn'a pas de limite.

8) Comportement Asymptotique de suites monotones

a) Suitenon bornée

Théoreme:
Si (Us) est croissante et non majorée, lim U, = +00
S (Uy) est decroissante et non minorée, lim U, = -X)

6) Théoréme des gendarmes
) Premire partie

Soient (Un), (V) et (W) trois suites, , . " .
(U et () Si (U st une suite croissante et non majorée, pour tout réel Mil existe un

(V¢ rang noa partir duqueltous les termes de[a suite sont supérieurs aM

U‘n _ Vﬂ _ W‘n ' . ' ’ ' ' ’ ’ f .

. . ] =limV, =q Si (Us) est une suite décroissante et non minorée, pour tout réel ml exste un
lim Un =lim Wn =0 rang o partir duquel tous les termes dela suite sont inférieurs am

b) Dewsiéme partie b) Suite bornée

U, <V,
lim U, = 00

, Théoreme de la convergence monotone;
} => lim Vﬂ =100 Si une suite est croissante et majorée, elle converge

Si une suite est décroissante et minorée, elle converge
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Sens de variation
Lasuite (U, ) estcroissante = Uy,q > U,
Lasuite (U, ) est décroissante = U4 < U,

""”>1 (U,)est 7
;—”<1;(U Jest \

Suite arithmetiques

(Upsy) = Uy v =raisonde (U,);
Expression du erme généra
(0)=(0,)+ 0-plr
sip=0;(U,)=U, +nr
sip=1;(0,)=Uy+(n-1)r
Unst) = Vg 7
sir<0;(0,)\r>0(U,)7
r=0(U,) est contante
Somme de termes

5=, +1,)
sp=0;8,= 20y 41,

Termes en progressions arithmetiques
X,y &z sont en progressions arithmetiques & 2y =1+ 2

Suies géometriques

Uy =qUy; qestlaraison;
siq<0;(0y) g >0(U,) 7
q=0(U,) est contante
Expression du terme général
U,)= qu(n-v)

sip=1; U, =g
Somme de termes

_ Up(l _qn—p+1)

n- 1_q

1
sip= OS-—( 1-¢")

Termes en progressions géométriques
x,, &z.sont en progressions géométriques & y* = x.2

PROBABILITE

Loi deprobabilité

Lorsqu'une expérience al€atoire comporte un nombre fini d'issues ou défini

sur I'ensemble de ces issties, appelé univers est noté:

Q: {mllxgl "'11:71}
Uneloi de probabilit associe a chaque x;un nombre p; tel que:

VieLnleN:0<p<l

Lo équirépartie

S0it p = (D1, Pane) e o de probabilité sur

On dit quePest équirépartielorsque: Py =Py =P,
Par consequent:

Vie (L eN:ip=

Parametres associés

On appelle espérance de laloi P le nombre:

n
Ty
=]

On appelle variance de a loi Ple nombre V
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:
V=) wloi-nf
it
o=V

1) Défitions

Evenement: on appelle évenement toute partie Ade

Evenement élémentaire: un événement réduit 3 une seul issue, par exemple
A={x} estun événement élémentaire

Evenement certain: L univers constitue | événement certain
Evénement impossible: ' ensemble vide est I'événement impossible

Eveénement contraire: L' événement contraire aA est:

1=0\4

Evenements incompatibles: deux événements A et B sont incompatibles s

AnB=2
Partition de |'univers: Lesévenements Ay Ay,.,Ar forment une partition de
['univers 'fls sont dewx a deux incompatibles et que:

n
UAi:Q
1=

Probahilité d'un événement

Par définitionla probabilité d'un événement A st somme de toutes les
probabilités des issues de A. Par convention |a probabilité de'ensemble vide
est de .

elements de A

elements de ()
Pour tout évenement A et tout évenement B:

3) Variable aléatoire

Définition: Une variable aléatoire X est une application définie sur un

ensemble (L muni d'une loi de probabilité P a valeur dans R
X Prend lavaleur x; avec la probabilité p;

L'esperance de X est:

B(X)=) rP(X =1

Lavariance de X est:

ViX)= Y P =x;)z;~B(X)f

L'Bcarttype est:




Théoréme: Formule de probabilté totale

_ Soit Ay, Ay, Ar des évenements de probabilité formant une partition de
U(ZIT) - \/(V(X)) ['univers (]

Proprité Alors, pour tout évenement B;
P(B)=P(BnA;)+P(BNA)+P(BNA,
Soit X et Y deux variables aléatoires:

PB)=) P(BNA)

BB (45 etB(ak)=eE(Y)

Corollaire [ - Barycentre
On peut déduire les propriétés suivantes: 0 Sommedespusnle

E(k+h)=E(F) 10 (A g); (g5 ) ()}
VIK)=E(R-B(H)"=E(L)- EQX
U(aK)=aV(X)

V(X+b)=V(X)

ofa)=lafo(x)
i) Y ai=0

=1

Alors i existe un vecteur u tel que:

Unsystéme de points pondérés, si

[1 - Probabilités conditionnelles

Définition : Soit A et B deux évenements, B de probabilité non nulle. La n
probabilité de A sachant que B est réalisé -ou"de A sachant B est le nombre; Meg Emﬂ i
=

=1
2) Somme des poids non nulle

On peut remarquer que:

P(4nB)=P(4) x P4(B) = P(B) x Py(4) ;
I
n

Donc 0
PiB)=E = chy) ).ai?

P P o

alors il existe un point G appelé barycentre du systéme tel que:
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11 - Caractéristique barycentrique
1) Propriétés
A, B et Ctrois points non alignés.

» (AB) est'ensemble des barycentres des points AetB.

v [AB] estI'ensemble des barycentres des points A et B de coefficients
positifs

» (ABC) est I'ensemble des barycentre des points AB et C

o L'intérieur du triangle ABC estI'ensemble des barycentres des points

ABet Cde coefficient positifs
51 1a somme des poids est nulle: icientpos

n n Preuve;
g€ Y adidi=Y o 04, fMe (4B ¢ RAl= 01D

1=1 1=1 — — —

Si la somme des poids est différente de zéro AM =AM + aMB
—  —
(a-1)MA-aMB=(

Mest donc barycentre de:

{ (d.a~1);(B;-al}

2) Relation fondamentale du barycentre

(barycentre d'un systeme de points pondereés;

1} 1}
e wlihi=() alic
1=l 1=l
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En considérant M=0, origine du repére, on obtient les coordonnées de G en
fonctions e celle des points pondérés.

3) Associativité / Barycentres partils

Le barycentre G 'un systéme de points pondérés peut étre obtenu de [a fagon
suivante; on regroupe certains points dont la somme des coefficientsest non
nulle, on les remplace par le barycentre (partiel) de ces points affecté e la
somme des coefficients

On garde les autres points, on obtient alors un nouveau systéme dont le
barycentre sera le méme que le premier,

[11- Produit scalaire

Définition: Etant donné dew vecteurs u etv, on appelle produit scalaire e
nombre réel:

1

=i+
)

)

=

Ul

| Q

Pour tous vecteurs u, v et w de 'espace et tous réels k,ona:
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STATISTIQUES

(ette résumee sera présenté sous forme d'exercice, 4 exercices seront
résolues afin d'expliqué les différentes formules que Ion doit utiliser
possibles, concernant les methodes une sera mise en pratique.

Exercice1

Soitle tableau statistique suivant :
Nrpof1]

A0 1131
1] 312

0

1) Déterminer la série marginale de X &Y ;

2) Représenter graphiquement le nuage statistique ;

3) Déterminer inertie du nuage par rapport au point A (2;-1) puis
aupoint G (£;1);

4) Déterminer les équations des droites de régressions dey enx & de x
eny; puis en déduire le coefficient de corrélationr.

Exercice 2

1) Représenter graphiquement le nuage statistique ;
2) Déterminer par laméthode de moindre carrée les droites de
régressions dey enxetde xeny;
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3) Déterminer | nertie du nuage.
Exerciced

On considere le tableau statistique ci-dessous

1) Déterminer les réels a &b pour quele pointG c ;g), soit un point

moyen
2) Représenter le nuage de la série statistique
3) Déterminer les droites de régressions dey en x puis dex eny

Exercice 4

I3 ' ’ . 5 7 ' '
1) Déterminer le réel apour quele point G (E ;;) s0it un point moyen;

2) Représenter le nuage de la série statistique
3) Déterminer les droites de régressions de cefte série ;

Exercice 5

1y

ULM Services: umlservices]

L[] 1 3 0

L3 | 3 ) 1

D'aprés le tableau statistique ci-dessus
1) Donnerle tableau statistique a doubler entrée de cette série;
2) Représenter graphiquement le nuage statistique de cette série;
3) Déterminer les droites de régressions
4) Déterminer I'nertie du nuage par rapport aA(Z ;1) puis a G.
Résolutons pratque des exercces

Pour cette phase au début de chaque exercice sera déterminer la série
marginale de xainsi que dey afin de faciliter[a résolution des autres
questions ou des questions précédentes de Iexercice vous aussi vous pouvez
appliquer la méme procédure lors de votrerésolutions car elle est trés
Précise.

Exercice

1) sériémarginale dexet dey

X
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)-»AMZ 10x1; AM2 (”)->AM2 13%3

01 141

Iy =(10xD)+(13x3)4(2x3) + (5x2) + (10x0)+ (18X 1) -
=83

I = 16+NA"G =]~ NATZ;’2

6(ED); 1= Z”lxlnl 0)-1=0

)7:121. 1yj.nj:—(7)—>}’:07=>G(0'—0)

A2 =( ) 7= 609 10l =3 - 6894 ;= 141

4) Droites de régressions
A
R

)

p
__ 1 -3
covlxy) = 2 g XY=—0 (-3-242)-(0%07) - covluy) = o
=

V(x)=%2xi.ni—X2 ;—>V(x)=110(10)-(0)2—>V(x)=1

i=1

Vy)= ny.n,-—?z V)= %(9) (0,72 V(=04

cov(xy) -03 03
———(=—>(=
3) Détermination de!inertie du nuage " V(x) T

b=Y-aX-b=(07)-(-03)0)-b=07

Y iy=-3407

IA=Zni.an.mi2j
B[ ot LW I_M _
AR fyx=ay+h aveca'= ™ = " S0'=-073
Le nuage comprend 6 points dont My (<1, 0); My(-L1); My(-1,2); b=T-af+b=0-(-073)07)~ b= 051
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Ax/ yr=-073y+0,51 2) Détermination par [améthode de moindre carré es droites de
%) Coefficient e comélation régressions

r=ad sr={03)0T3) +7=047 Seionargidedet

Y m X

Exercice 2 114 -4
1) Représentation dunuage )

Tableau statistique a double entrée

40173 :

3000
0 (1] 2
1 3]0

Mo + Mo

q
ny =T
i

M+ g

M+ + W
cov(xy):%](—2—6—1+6)—(1)(0,1)->cov(xy):—0,4
1
Y ;1_0)
o)== (39)-11() =28; ) == ) - (02+25) =049

1 Zig“» 0= -014:b=01- (<014)(1) + b= 024
)

I oy =-01440,24
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3 2-a+2b

Q-=—

" 1 Ttath

0= a0'=-03; b'=1-(-058)(0,1) » b="1,05 o -la+4h-3a-3b=21-4--5a+b=17(1)
' -1 3 16+3a4b

Ax/y:x=_0,58y+1'05 Y—m(16+3a+b)—>i_ X

6 3a+3b-6a-2b=32-21--3a+h=11(2)

3) L'inertie dunuage
ly=W0xS) (X4 (b3 +1x2) 21y =37 {_5a+b:17->dans(1):2a=—6—>a=—3etdans(2):
=N 41 B2 L= G0 L=y | ORI
b=11+3a-b=2- b_=2

Exercice 3 2) Représentation du nuage

1) Détermination desréels a & b Série marginale de xety

Xl x?.ni

4 ~16-g*
6+2b 18421

4 q

Zx,-.ni=2—a+2b fo.ni=2—az+2b2
i i

X, 1

i

14D
b 18

9432 18+ 30

p q
N=T+ath Z 164304 Z Y= 374341 3) Droitesderggm’ jons
&l = con(ay) =+ (-14) - (13)(1,5) - covlay) = -4, 58

o) ==[2- (-3 207 ()2 )= -2.08
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[37+3 F)H- (152 0(y) = 9,08

‘;—;:w 22 b=15-(2(15)<b=-18

-4,58 , ,
a—m-)(l -05 b= 15 05->b 2
conclusion:Ax/y:y=2,2x—1,8et Ay/x:x=—%y+2

Exercice4
1) Détermination duréela

o r

3 9

2+3a 147+ 3¢
p q

Zx,-.n,- =443 Zx?.ni = 156+30*
i i

My

Xl e 3) roitesderm’ jons

14h 1+ covlty) = (2+3+12+18+18) ( )—»cov(xy) 0,04

6 18 v(x)=—(156+3( )-@2 W) =175,

9 |1843c (y) (57+12 () 1) =2,68;
=5103-b=--(0,005)(i)->b=1,7;

Zy,-.n,-=16+3a+b Zy,?.n,-=37+3a2+b2 . 004

1 I 268
conclusion : Ax/y y=5.107 (x)+ 176t by /x tx=0,01y+2,48

S =001h = (0,01x£)->b’:2,48

X= m (24+3a)—> = (24+3a)—>a=2

2) epréseniahon des pomts dunuage Exercice 5

Tableau statistique 3 double enfrée
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(e qui était difficiledans cet exercice c'est le tableau statistique a double enfrée
comme celui-ci est dterminer alors vous pouvez faire la suite en suivant la méme

procédure que les exercices résolus précédamment,

Relation fondamentale: sinx + cos™=1

Relation entre fonction trigonométrique

tan(a) = 22 cotan(e) = =2

c0s() in(a)
ot (o) +1=——

sm2 (a)
Arcs associés

a) cos(x + 2m) = cosx; b)sin(x + 2m) = sin x; pourle tour complet du cercl;

¢) sin(~1) = -sin(x); d) cos(~x) = con(x); poures angles opposes;
(

¢) coslx + 1) = -cos(x) ;) sin(x + 1) = ~sin; pourun demi tour de cercle;
g) cos( - ) = - cos; ) sinlr - ) = sint; pour les angles supplémentaires ;
i) cos(;-x) = simx ;) sin(j- x) = cosx; pourles angles complémentaires ;

k) cos(x+’2’) = -sint; ) sin(x +) = cosx; pourun quartde tour;

m)—r-

=1+ tan(x);0)—~ L= 14 oot (1

cos(x) sin“(x)

Formules d'additions & de différences

) cos(a+ b) = cos(a)cos(b) - sin(a)sin(b);
b) cos(a- b) = cos(a)cos(h) + sin(a)sin(b)

¢)sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos (a)sin(b);

b) = sin(a)cos(b)- cos(a)sin(

tan(a)ttan(h) .
1-tan(q)tan(b)’

¢) sin(a -
f)(ath)=

cotan{a+ ) = “omit

cotan(a)+cotan(h)

Formules de SIMPSON

Transformation de produit en somme

sin(a)cos(h)= ; [sin(a+b)+sin(a-b)];

sin(a)sin(b) = %[cos(a- b) - cos(a+ b)]

cos(a)cos(b)

Transformation de Sommes en produit

cosp + cosq = o= : P s Zq)
c0sp - cosq = —2sin(?)sin(%
sinp+sing= 2sin(p7w)cos(p%q) ;
sinp - cosq = 2sin(= 2 )cos(pzq)

sin(p+4q)

tan(p) + tan(q) = aos(p) ()

Formules de réductions du carre

b)

:%[cos(a+b) +cos(a-b)],
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Autres formules

1- tan ) lan

sing =—=%

1+ cos(a) 2cos2(;) cosa-
2;’ ' 1+ttng

1-cos(a) = 2sin2(§);
Formule d angle moitié

1 1+cosy
o
2 2

Formule impliguant la

, (X 1-cosx b sinx 1-cosx
sij=)| = [— ; [tan|-||=—=—
2 2 21 1+cosx  sinx

nte de'angle moitie

2t
tanx-— dx=—

-t U
co0sx = sinx= o e

12) 12)

Formules utilisant a tangent de [arc moitié

1-tans ) lart dar
' Sinx= oy = —=

C0SY =
1+tan2’2-‘ ! 1+tanZ;-‘ ! 1+mz’_2f

Formules de'angle double

0s(2x) = cos(x) - sin(x) = 2cos%(x) - 1=1- 2sin(x);
sin(2x) = 2sin(x)cos(x)
tan(2x)=

lm(r)  leotaly) 2
1-tard(y)  cotand(n)-1  cotan(x)-tan(y)

Formules de linéarisations

sin(x)cos(x) = %sin(Zx) cos(a) + icos(b)" = cos(na) + isin(na);

, Y| n
et 10
cos"(x) :( : ) :ﬁZC’,ﬁe‘x(z"'")

(0] 2T
Formules de factorisation
1+ cos(x)= 2cos2() 1-cos(x)= 2sin2(§)

Equationstrigonometriques

x=y+2hn(kel)
cos(x) = cos(y) & 0l
t=-y+2kn(kel)

x=y+2kn(kel)
sin(y)@{‘ ou

=n-y+2kn(kel)
Théorémes du triangle rectangle et autres

;sin(x) =

(E= 24 hE: b =mb 4R Etsina=% : cosa=£

ULM Services: umlservices! @gmail.com +242064086712/069233730




CAF R

A
o+ a = —) +(—
of \e

1)2 ROPRP ¢ | Smbrispaié

Parité- Réflexiond'axe | Réflexiond'axe (§=m/4) | Réflexion d'ave
Le théoréme de Pythagore généralisé

Dans un premier temps il convient de definir les égalités suivantes

. h .
smo=-=h=csmo
' c

[

s =-= [ =ceosn
' C

v b=lEm=2b=ccosa+m=2m=b-ceosn

—— e — —
[ B B N I =T R B R |

Nous arrivons doncaux résultats suivants A I
Périodicité, décalages
h2 ¥ m?; — a‘Z
7 .2 7_1 , ,

¢ sin 0+ (b-coosa) =a Décaageder | Décalage de In

Décalage denl2 | o
(32 5]112 0+ b2 — Jbe cosa + (32 3052 0= (12 et (Periode de tan et cot) | (Periode de sin et cos)

dsin’a + ¢ coda + B~ Ybecosa = ¢
¢ sin’ a4 cos'a) + 1 - Becosa =1

f+§—%mmﬂ:f

Theéoremes d'Al Kashi

@ = bt 4 ¢t 2beCoser ;b = a+ ¢t~ 2acCosa;

Fquations, trigonométrique

¢t =gt + bt - 2abCosa;

. A \ Certaines des équations ci-dessus sont renforcées par les équivalences
Propriétés lides au cercle trigonometrique ; b

suivantes :
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wso=tsbe0=bedlr on o=-b+dhr (ke
o=snhaa=btlie o a=n-belir (bel

|
woztabo=bily (ke

Nombres complexes et trigonométrie c'est-4-dire en fonction de ['angle 6

Calcul du module
Cela nécessite de retenir et savoir démontrer les formules trigonometrigues
Suivantes:
cos2x = cos2(x) - sin(x): sin(2x) = 2sin(x) .cos(x)
1+ cos(2x) = 2cos?(x); 1-cos(2x) = 2sin’(x)
Calcul de 'argument
Ler cas: costr= c?se = 1 =0;2ecas {a')sa s =il faut d'abord
sina = sinf sina = cosf
rendre les refations homogénes en utlisant les propriétés des angles
cosa = cos(’—[ —0) .
complémentaires, on obtient : a=--0
sing = sin(— —0) !
2

[ cosa = cosf

Jecas

= ondoit d'abord fare entrer le “moins” comme sinus
sine=-sinf

i cosiusest i oncl t.{cosa:cos(—())
est impair & cosinus est pair, on obtient : sing=sin(~)

. (T A T

cosa = -sm(— —0) cosa = sm(()——)
N 2

. T . T

sing = cos(i— 0) sing = cos(ﬂ—i)

=0=-f;

[00§a = —closﬂ -
sina = sinf

ﬂ[cosa=cos(n—0):>a:n_0

sina = sin(m-0)
PARTIE EXERCICES

Exercice1

. !’ 1o 1[ [ D)
Soit & un nombre réel vérifiant 0 <6< il considere les dewx nombres complexes

suivants :

a=1+c0s28 +isin2f ; b=a (a Désigne lenombre complexe conjugué de a)
1- Déterminer en fonction def, le module & l'argument de chacun des nombres a &b.
2- on appelle § la transformation du plan complexe qui au point M d'affixe Z, associe
lepoint M daffise 7' = (a-1)74 b Dans chacun des cas f = : eth= : :
Indiquer la nature de la transformation S et préciser les éléments qui la
caractérisent

Exercice2
It Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes I'équation suivante : 7* =
8201

2-situer dans le plan complexe les images des solutions et donner sans justification, la

i) Pour chacune des solutions, on donnera le module et argument,
figure formeée par ces images.

Exerciced

On pose, pour tout nombre entier naturel n non nul

l= ff * (bn)"dx, Ouln désigne la fonction logarithme népérien, et [, = fle rhdr,
1- calculer [ et I,

2 - en utilisant une intégration par parties, démontez que pour tout nombre entier

naturel non nul : 3, + (n+ )1, =€ (1)
3-a- démontrez que pour tout nombre entier nnon mul, |, est positive,

b- déduisez de ['égalité (1) que, pour tout nombre entier naturel nnon nul [, <

¢~ calculer lim [,
nﬁ+w

Exerciced

1-a- Intégrer ['équation différentielle : 29" +y' -y =0 (1)

b- déterminez la solution particuligre f de I'équation (1) dont la courbe (C) admet le
point (0; 1) comme point d'inflexion.

1
2- - Détemmines lesréels a et b pour que afonction g: 1 - e2'(Zeosx + ksine),k €
R soit solution de I'équation différentielle (2): y" - ay' + by =1

b- déterminez leréel k pour que la courbe représentative de g admette au point

dabscisser, = -une tangente horizontale.
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Exercice

On considere |'équation différentielle (E) :y" - 2y' 4y = -+ 1,on cherche a
déterminer I'ensemble des fonctions numériques g deux fois dérivable sur R et telle
que pour tout réel g (x) - 29/(x) + g2 = 1- .

1- Résoudre ['équation différentielle (E):y" -2y +y =0.

2- Déterminer deux nombres réels m & p tels que la fonction g u définie par u(x) =
mx+p soit une solution de |'équation différentielle (E)

3- Démontez qu'une fonction g est solution de (E) si et seulement silafonction (g - u)
est solution de ()

4-Résoudre I'équation différentielle (E)

5 - Déterminer la solution particuliére f dont [a courbe admet au point A (-1 ; 0) une
tangente paralléle.

Exercice 6

On considere les intégrales suivantes :
4 A

2 2 1
I=j cos*ydx ]=f sintydr K=[
) 0

0

2cos™xsin®xdy

1-clclez [-] & [+]+K
2 - Exprimez. cosdx en fonction de cosx et siny
3 - Enduire la valeur de 4] - 3K puis celle de I, et K.

Exercice7

On considere les intégrales suivantes :
I I
; 1

E [ cos'xsin'*
)

sin‘xcos*rdx K:I
)
Calculer successivement : [+K ; [-K puis I & K.

Exercice 8

On considere les intégrales I et ] ci-dessous :
T T

4 4
I= I (4 Dcosudy ; J= I (1 + )sin’ xdx
0 i

Cllculer: 14 ]; 1 -], puis endeduire lo valeur de [et |

Exercice 9
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Soit f1a fonction définie sur E ; +00[ par fr) =12 +1
1- Donnez une primitive de fsur son ensemble de définition.
Aat ! VS : L
2- al'aide d'une intégration par partie, calculer [ = fg W+ 1dx

Exercice 10

Soita fonction f déinie sur R+ par () = 2x 41
1- Déterminer [a dérivé de f

2- En utilisant une intégration par partie calculer [ = f;é dx
3 - Retrouver la valeur de len utilisant identité de Janet :x = (v 4 1) - 1.

Exercice 11

Soit Péquation (E) 2° - Gi + )2% 4 Gi - DI -2 +a =0

1- Démontrer que (E) admet une solution réelle

2- Résoudre dans C 'équation (E)

3-soient les points A, = 1; 4,(; 1) ; 4,(0;2) Démontrer qul existe une
simultude plane directe.

Exercice 12
On considere lasuite (Un) »entier naturel, telle que: (Un) :
Up=tletl,=4
Uy =25 >
Soitlasuite (1) ;n € N definie par V, = U, - U,
1- Démontrer que (1) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme
Vet laraison q
2- Exprimer le terme V], en fonction de n
3- Calculer [asomme §, =V +¥; + 4V,
4- Etudier la convergente de S,
5- Exprimer leterme général U, en fonction den, puis calculerla limite de U, quant
ntant vers |'infini,
Exercice 13
U=2;0,=1
==y e - 1)
La suite (W) est définie par W, = U, - U, _, (¥n € N-{0;1})
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1- Exprimer (W, ) en fonction de IV, _,

2- Montrer que (W7 est une suite géometrique dont on déterminera le premier
terme et laraison puis exprimer (W, ) en fonction de n.

3- calculer § =W, + W, + -+, enfonction de n

4- Calouler S en fonction de U et U,

5 - Exprimez (U ) en fonction n, puis en déduire lalimite(U,) - +o

Exercice 14
Le plan P est rapporté a un repere orthonorme direct ((7. i V). On désigne par Ale

point d'affixe z=1 et par P* I'ensemble des points de P, distincts de A
Soit f 'application de P* dans P qui, atout point M d'affixe z associe le point M'=f(M)

- - .
daffive 'tel que 2’ = ZZ—: onnotez=x+iy etz =1'+

iy'(x,y, et y'sont desréels)

1- Calouler x' et y'en fonction de x et y.

2 - Déterminer 'ensemble (D) des points M tels que 2’ soit un réel,

3- Déterminer 'ensemble © des point M tels que ' soit imaginaire pur.
4- Représenter (D) et (C) dans le repére.

Exercice 15

Onnote le nombre complexe de module 1 et d'argument :
1) I ] ( )2
1- On considére les nombres complees z, = 1 + i3 = V142 7= ZZL
B
- Ecrire 7 sous forme algébrique

b-Ecrire 2, & 7, sous forme trigonométrique

i 51 .o
c-En deduire les valeurs exactes de cos " et sin "

2-soitflafonction défine sur R par f(x) = (\/E - \/i)cosx t (\/_6 1 \/i)sinx ;
5t

aDémontrer que Lon peu écrire, pour tout , f () = 4cos (x - E) ;

b-Résoude Léquationf(t) = 22 dans 'intervalle -yl

Exercice 16

On considére lenombre complere z = 1- 143

1 - Eerire 2.s0us forme trigonomeétrique, puis calculer 2°,

2.~ Déterminer les nombres complexes  tels quez” = z. Les écrire sous
Forme a + ib et a et b étant deux nombres réels.
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3- On considere dans le plan complexe rapporté aun repére orthonormé, les
pointsz, = 1-1y3 ; 2, = -8 et 2, = (~i++13). Détemniner les nombres réels
a et [ de fagon que le point O soit barycentre des points A, B, C affectés des
coeffcients a, 13

Exercice 17

o N )\
On considére asuite (U, definie par U, = (3) pourn 1,
1- Montrer que cette suite est géoméfrique dont on déterminera la raison et le
premier terme.

2-soit S, ]asomme des n premier termes de cete suite

a-Montrer quelona:$, ';Sn == (3)

-En déduire lavaleur exacte de S, en fonction den

¢-Quelle estla limite de S, quant n-

3- soitlasuite(V, ) définie parl}, = lnll, ; n2 1

aCalculer V; ; V, ; Vs en fonction de nd et [n3

b- Montrer que la suite(V7) estune suite arithmétique dont on déterminera [a raison.
¢-Calculer la somme des 10 premiers termes de cette suite, sous forme d'un nombre
décimal, on donne : 2 = 06931 et [n3 = 1,098

Exercice 18

Soit Ut V deux applications de N vers C qui a tout entier naturel n associent
respectivement les complees définies par:Uy =0 et ¥ n€ N, U, = (1 + i\/§)Un +
31 =0 -if3

1- Calculer V. Determiner une relation entre V,.,, et  en déduire lanature de la
suite (7).

E - Exprimer (V) en fonction den,calculer S, =V, +V; + 41,

Exercice 19

On considere lasuite (U,), n € N définie par Uy=e; Uy, = \/U_ .

1- Onpose pour tout enter naturel n¥, = In(U,) ouln désigne lafonction
logarithme népérien, e la base de logarithme neperien.demontrer que (V,),n € Nest
une suite géometrique dont on précisera laraison et le premier terme. en déduire
expression de (1) en fonction de, puis celle de (Ul,) en fonction de n.

2-Calculer le produit P, = Uy.U,.U, ..... U, en fonction den.

Etudier salimite éventuelle lorsque n tend vers I'infini.

Exercice 20
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(57)est une base du plan vectoriel F f désigne |'endomorphine de E tel que f

1 - Quelle est a matrice de fdans la base (7))

2 - Déterminer 'expression analytique de f

3- Déterminer le noyau de f. En donner une base f est -elle bijective ?

4- Déterminer I'image de f..en donner une base

5- Déterminer 'ensemble des vecteurs invariants par f.En décuire une base
6-Soit U=i-] et T=374]

aMontrer que (i) est une base de &

b-Quelle st la matrice de f dans la base(d 7).

Exercice 21
) =x 4l -1 six<1

On considere la fonction f définie par +f
sir21

=1l
1- Déterminer ['ensemble de définition de f
2 - Etudier la continuité et la dérivabilité de faux points -1 et 1, donner une
interprétation graphique des résultats obtenus.0
3- Etudier lesvariations def
4~ Montrer que Iéquation f(x) =0 admet une solution uniquea € J-1;0[ puis
Qéterminer  par le calcul.
5 - Ecrire une équation de la tangente (T) au point x, =0
6 - Etudier les branches infinies a+¢o, puis tracer soigneusement la courbe (C) de la
fonction f dans un repére orthonormé(o, f,f)
7-Soitlafonction h défnie par Alx) = x(lnx - 1)
aVérifier que hest une primitive dex = b ; sur 1 +oo|
b-En déduire wne primitive de fsur [1; +oo]
8- Soit glarestriction de f sur [1: +of
aMontrer que g est une bijection de fsur [1; +oo{ vers un ensemble 2 déterminer,
b- Construire la courbe de (g ™), fonction réciproque deg dans leméme repére que
©
c-Sans explicter (g™) (c), Caleuler (g71) (1.

Exercice22
A-Soit f,, lafonction numérique qui ala variable réelle x, fait cormespondre le

X
/ e /o \ I3 Ve ’
nombre réel f, (1) = ~—oum désigne un paramere réel différent de zéro,
et-m

Soit (C,,)la courbe représentative de £, dans un repére orthonorme,
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1- Etudier lafonction f,, en précisant son ensemble de définition , son sens de
variation, Ses asymptotes suivant les valeurs de m.

, . , 1
2~ Démontrez que ¥ m € R'le point de coordonnées (lnm; ;) est un centre de

symetrie pour la courbe C,,.
3- Tracer dans unméme repere orthonorme les courbes C, et _,

B-Soit ., 1a fonction numérique qui a lavariable réelle x, fait correspondre le nombre
téel £ (x) = Inle* - m, oum estun paramétre réel #

Et (T,,) sa courbe représentative, dans le repére orthonormé

1- Etudier F, en précisant son ensemble de définition et son sens de variation
suivant les valeurs dem.

Wemontrer que F, (x) = x + [nl1 - e[, En déduire que la droite ¢ équation y = x
est asymptote ala courbe (T, ).

3.~ Tracer dans wnméme repére orthonormé lescowrbes (T,) et (I_,)

4- Démontrer que larestriction de F, 3]1n2 + oo{ admet une fonction réciproque que
'on déterminera explicitement

(- Soit la courbe(C'_,) représentative de lafonction (f.,) on appelle A(«) Iaire du
domaine plan limité par la courbe (C_,),la droite d'équation y =

et les droites d'equationsx = n2 et x = ¢ avec ¢ < il

1~ Déterminer Ala)en fonction de

2- Déterminer o tel que A(a) = z

3- Quelle st laimitede Alw) quant ¢ - 407

Partie solution

Exercice 1

1- Module et argument de a
0= cos26 4 isin2f

ol = | (4 cos28)? + sin228 =V1+ 2cos2f + cos?2d + sin’29
ol = 201+ cos26) =201 + cos229 - sin?28) =2 2cos?d
lal = 2costl = 2cos8 car 8> 0 puis que f € [0; ;1

1 ot doostd

rowsd o
_sin2f _ dsinflcosh

(=— =sing

Tkosf 2eosh

Module et argument de b
aeth sont conjuguées ; donc ils ont e méme module mais des arguments
opposés ol b = [2cosd; 0]

30=9 ccl:a = [2cos6; f]
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-8t I'=(a-1)7+b

Nature et élément

Pour0=§; a=1+cos§+isin§=1+i;b=1—i
Dou Z'=i7+1-i

Nature:a=i- || =1 : Rotation

Angle: a=arg(d) = arg() ->a=12-r

(et Iy === = =1+0= 1)

Nature et élement de $»
2

Pour9=g, a="Tcosm+isinn=0;b=0
DouZ="1

Naturea'=-1: Homothetie

Rapport: k = a '5k=-1

Centre: ZQ-—-Opulsqueb =0=20(0;0)

Exercice
I =8/2(1-1)
1 - Résolution de cette équation
v Moduleet argument de Z, = 82(1 - i

1Z,|= 8+ 2= 8247=82=16

F=8(11-) o |r: o= [16 ] ol b = [16 ]H
rt=16 r=1
o=+l a_%s"“k 0123

l)= 2(cos1—6—lsm ) 2——]
I= (cos—ﬂsm) IZ l
L= 2(cos—+sn E[) [2 @

= (cos—ﬂsmm) [2 m
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2 - Plagons lesimages Mo, M, M et My dans e plan complexe
A M1

s

Le quadrilatére obtemi est un carre,
Exercice3

f )y ; I,
1 Calle de 1,

e
0 1 1,01
= fde= || =6t ==
1 33

f xdy

1, 1
[y=-¢}--
075" 3

2- Caloulede I par une intégration par partie
U=ly0'=-
P=tap=sg

3

g At gf g Ay 1) 1y 1 14,1
11=-e3—0—-l-x3] <->-e3—-(-e3 ) f-- e3+ Sly=-et+-
| El R M A VAT R

Ve L 3lan

1 e .
- J, i ;soi
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3 - Démonstration delarelation: 31, + (n+ 1)1, = ¢

l,= ffxz(lnx)"dx SINE ffxz(lnx)"“dx
U= ()™ -0 =(n+ 1)§(lnx)"
V'=xtay= 1x3

WE [ x3(lnx)"“} -(n+1) f L)y~

I,m-e -0- (n+1)1 @3, =e -t 1), @
gt (n + 1)1 = 3 yrai larelation est verifice.

-

4- a-Démontrons que I, > 0¥ n € NV
et >0 re[le]
1<r<ea << ines 0< e < 1 done lny > Oet (Inx)' >0
X2 (Inx)"est positi car cest e produitde deux positifs D'od daprés le
théoreme de positivité de lintégralel , est positive ; I, >0¥neN',
3
b-Deéduisonsde Pgalté (1) que sﬁ; Ynen
3+ 401, =68 (1)

(n+1)In—e3=—3In+1<->(n+1)I,,—e3S0<—>(n+1)InSe3 o

c-Calculons[a limite de I,

é ¢

; lim — = 0. D'oudapres le théoréme de comparaison de
n+1 n-+oolt +

llmltes lim I, =

n-40

Exercice4
W'4y-y=0(1)
1 - a- Intégration de | équation différentielle (1)

ltr-1=0:0=b -dac=1-4()(-1)=9>0~
e
. 43 ? Ja olution générale est donc du ype
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1
flx) =A™ + Be™ 5 f(x) = Aer' + Be™* (4B € RY)

b- détermination de la solution partiouliére dont la courbe admet (0; 1)

ffr((g) - () =§Ae§x‘ Be*:f"(x) =ie%x+Be’x
4

f'() A+B=1H A_I_B:l_) A=§
”()=;A+B=0 A+4p=0 B:'i

flx) = ge%" -ie"‘

2 - a- Détermination des réels a et b pour que g soitsolution de I équation (2)
gr)= e%x(Zcosx Yhsinx)y" -ay"+by =0(2)

L/équation caractéristique de gest >~ ar + b= 0 lesacines

complexes conjuguées sont: Z' = ; tiet]"= ; -

le produit :Z’.Z”=?=i+1;lasomme:2’+2”=%=1->b=; =1

b- Détermination dek

HOE %eix (2eosy+ ksinx) + (~2sinx + kcosx)eix

g'(f) = iel(0+ k)+(=240)es > ikei ~lei=0o ikel =Jes 0

kef:4e%<—>k:4.

Exercice 5

1- Résolution e équation (E)

r-lrtl=06 (-1 er=1:y(r)=(Ar+Ble* (4B €RY)
2- Détermination dem &

ww)=medp () =mu"w)=00u"-'tu=-r+1
0-2m+p=-r+lem=-let-2n+p=1d"oum=-Tetp=-1
uly)=-x-1

3- Démonstration

usolutionde(E):u" - ' +u=-x+1

gsolutionde(E): g" -2’ +9=-x+41

Soustraction membre a membre -~u" 4 g" +2u' - 2¢' ~u+ g =0
(-u"+¢")-20'+g)+(-utg)=0
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on touve (-u-+ g soulation de £

4- Résolution de ' équation (E)

ici il s'agit detrouver g or -1 + g est solutionde (E'); donc

90) - ux) = ylx) - g(x) = u(x) +y(x) - glx) = -x -1+ (Ax+ B)e"
5 - Détermination de a solution particulidre tel que f(0) = -1;f'(0) =0

g(r)=-x -1+ (Ax+ B)e* "’i fl0)=-14B=-1 <—>[A=1
g0 =-1+[Ae" +(Ar+B)e*] f'(0)=-1+44B=0 B=0
ccl:La solution particulicere cherchée est donc f(x) = -1 - 1+ xe*

Exercice 6
1-Calculnede1—} etln+]+K

[-] = [poostade- [psintadees [2lcos's - sin‘r)dre

s T T

[-]= fog(coszx + sindx)(cos’x - sinka)dx & foz cosdx = Esian]: -
=0
[+]+K = f (cos*r+ sm"x+ Dcosysin®)dx Hf (cosx + sinty)2dr e

I+]+K:f02dx:[x]3->l+]+K:E
2- Expression de cosd en fonction de cosx et siny
cos2x = cos?x - sinx = cosx = cos*2x- sin2x -
costx = (costx- sinx)? - (2sinxcosy)? »

cost = cos*x - 2costsinty + sintx - dsintrcosty
cosdy = cos*x+ sin'y - 6sintrcosty

3- Déducﬁmdglavaleurde [+]-3K

[+]-3K = ﬁ(cos‘*x +sin'x - 6sinrcos’x ) dx

T

14]-3K = fcos4xdx lsin4x;—>l+]—3K:0

Déduction des vleurs del ] etK
T
RN
T T
[4]+K=2 () {1 =2
I+]-3K=() ||k
16
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Exercice7
l-Calculde [+K:1 —Ket!etK

[+ = f sinlx, cos4xdx+f cosx.sin*xdy

[+ = fo (sinx.cos*r+ cos.sinty)dx

T T

[+ = [tsinlx.cos™ (cost + sl [ sinte cosPd
avec sin2x = 2sinxcosy et sin2y = 41§in2x. cos’x

ﬂsinzx.coszx=isin22x->1 K +f63isin22xdx

costx-sintx = cosl (1)
1)4(2): 21 L =1-cos2

{wsx+ﬂ#x— 10)%() () SI°x C0SLx =

2sint2r=1- cos4x->sm22x-- - coslx

T

1
2
[1x——sm4x —>I+K-

doul+K= -(-—-cos4x)dx<—> :

[-f= fo sinx.coshx(cosx - sina)dx o f sm22x coslxdx

au Liew de linéariser sin2x.cos2x, on peut util lS€T la forme
1 o7 :
[ur= Iu"“ +C comme la dérivée de sinlx = 2cos2x
n

[-K=] nginZZX. costdxﬁé J £ 95intdx, cosad

I-K= Lsm32x] S[- K——4

I=a+ﬁ

T 1
f=—-
64 48

+h=2 (1)
1
I-K=— (1)

-

Exerciced

1-Calmlde1+]et -]
[+]= f (v 4 1)cos? xdx+f (v+ 1)sinludr

T

N 1
I+J=f6’(x+1) (cosx+ sint)dx - [ 4] = ExZJFxIZ_,H]:%JrZ

[-]= fo‘*_(x +1)(cos’x - sinx)dx o fOZ(x +1)cos2xdx
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N . L,
ntegration par partle u=r+l-u' =10 =cosl-v= -stx
T

I ]=E(x +1)sinZXI f sindxdy - ( ) 0—- - cost];

TR PR N P
| ]-8+2+4[cos2x]0->1 =
2- Déductmndelet]

1450
e
=340

Exercice9
1 - Primitive de f sur son ensemble de définition

1

F(x)= [ flx)dre [\2x+ 1dxe [(2x+ 1)udx

1 1 !
f(ax+f)"dx=;l(;)(ax+b)"“+caé(i)(2x+1)2
F(x) =;(2x+1)\/m
2- Callwledel
I=f0 12+ 1dx

3

u=x-u'=1;7 =\/m—>v=1(2x+1)i

I=f (2x+1)3]1 ! (2x+1)3dxﬂ-glzi(§)(zx+1)§+1‘

L] L +n1

1

0
5.1

5l
R

Exerc1ce 10

)=Nitl
1 - l)énvee def

00 =9 L) prppy =
f 'z(zm)*”")'m
2-Calcul el

_IJL—

u=x-u'=1:7 —->v Wil
[ZN—] -1 deﬁz( Mﬁdx

o l1- 2f x+1zdx<—>2\/— zl x+1
2 0

Wi-1 o+ x+1§] Hzﬁ—i‘[(mﬁ] Hzﬁ-i‘(ﬁ-qﬁ
3 0 3

Wi (of1-1) o i 1=

3 - D'apres | identité de Janet

I:f1idx<->f1Lde<->f“id —f—dx

TR
fol%m dr-f (x)dre folmdx— W] & ]0

1
jol(1+x)§dx-(2ﬁ 16 $(1+x)§“-(2ﬁ +z‘
0

2

[ (141) ] (W24 26-( [1+x l (242

H( -1) 042000 1)- 2242 —---2(+2
w21t

Exercice 11
1 - Solution réelle

(B): admet unesolutionréelle @ 2=

(- Gi+2x+ Gi-)r-2i+2=0%

=3 -t 4 5ie-x-2+2=0

o =Dt-r424i(-3 +5-2)=0
B-ut-r42=0(1)

St 5e-2 =0()
Dans(Z):-3x2+5x—2=0<—>A=25—24<—>A=1:x’=§ ety =
Verification:1-2-142=0Vraialorsz =1
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2 - Résolution
(z-0)(+az+b) =0 Par lamethoded'Horner
342 5i-1]-2i+2
1 1 [-3i-11 2i-2
SSi-105-21 0 Sn:yp(l_qnpﬂ) lt-¢) N

1+ 1~

(B):z-Dl(*+ (-3i-Dz42i-2 =0 i
A= (31 D2~ 4(2i- 1)+ == Sn=2[1-(-; ‘
(() +Q): 0t =20x=141(1)- (1) 5 y=11 4-Convergente de §,
Jit141-i

b =1-ietby=-14i-p=— R
i lu+n B =0- lim §,=2 ;ccl$, est convergente car puisque
Nn-100

p =141z ——>z-2i Y
1= 2= L= salimite est finie.

5 - Expressionde U, en fonction de n

3 - Démonstration qu'il existe une SP.D So=VptVitt Vg or V= Upy - U,

A =1; &(1;1); 40;2) V=l -l somme membre amembre§, = U, - U, -
S(4)=Ay et S(A)=4; 7'=az+b V"le_ U" tl
{ thy=azd +b (1) [ )= azdy +h (1) 1= e Un=5n+Uo+Un=2[1-(-5 \H
ahy = azhy +h(0) X (D) \-zhy = -y~ ) ho17 =l

b = gl - st 0TI | Limitede U, 4 Vinfind
(1)+(2)ZA2 ZAg—a(ZAl ZAZ)_)a_ZAfZAZ TR 1 "

, n
V, etant géométrique: V, =V,.@ o V-V, = 3(_3
3 - Caloul dela somme §,
Sn = V(] +V1+ Wt Vn-l

sa=14i;7'=(14i) lim21—(—i) +1=3- lim U, =3

n-+0

141 =12 [alorsilexisteuneSPDdecentreO,derapport e

141 ' _
' l{arg(l t) :E[Zn] Letd angleg E;‘imcze 13U2 |
Exercice 12

3Up-1-Upy
=1 ==
U1:4' V U=l wn‘Un'Un-l

un+un " o 1- Expressionde W, en fonctionde W,
[ =20 5

- Demonstmtlonde V,56
U1ty
= Ut =t 0 Vg1 = Uy = Uy 0Ty = % st

$Un-17Un-g 3Un-1=Un-2-2n-g | Up-g=Up-p
Wy=Uy=lyg 0 ) n -19 o

2l oWy= (U“ ) 2 W= Wnl
W ) 1 2- Demonsh*ahonde W mutegeometnque
Vist = _EV" ;(V, Jestune SGderaisonq = - de 1 termeVy=3 W = }Wn-l W = lwn Cestuterélationdelaforme W, = g1,
2 2

1 1
e - (Un+1 v Un) 3y = 'EVn

. " L1
J- Exressimde ., en fonctonden lasuite (W, est donc géométrique de raisong = : w1 terme Wy = -1

W, en fonctionden
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(1) etant géometrigue & Wy = W,.q"P & W = Wy.q?

- _-pH
S=Wy 4 Wo + -+, (W) estune S -)S=Wp(11qn )HWZ(l ¢

JREIE:

-q 1-q

1 1
H

/A
4- Caloul de enfonction de U, et U
S:W2+W3 t ""I'Wn OTWn = Un'Un—l
%:%‘m
Wy=Us = Uy - sommemembreamembre:§ =1, -,
W=l =Upy
5- Expression de U, en fonctionden

1n-1
S=Un—U1—>Un=S+U1—>Un==—2l1—(i) ‘+2

n-1

aun=-2+2(§)"_1+2+un=z(§)

N-+0 N-+0 n-+0

)"
lim U, = lim Z(E) =0~ lim U, =0

Exercice 14
z% 121 ML)

1- Caloul dex ety enfonction dexety

7= xtiy-2 (eriy=20)(e-1-1p) o xE-x-xyHixy-iy+y>-2ix+2i-2y
B (r-1)24y2 (-1)24y2

rHy-1 h

ylox-dpH(-y-2ed)  (xHyRer-ly) [yl
nyxyt(yx)(_)(xyxy) (yx )_)
(r-1P4y? (=092 1 N9

I x2+y2—x-2y _ -y-2x4l
(x-D4yt (x-1)24yt

2 - Détermination de I'ensemble D des points M tel queZ soit un réel
Testréel o im(Z)=09y'=00-y-42=00-y=-2+1
& y=-2r+2: ccll'ensemble Destladroited'équationy=~2x+2

ULM Services: umlservices]

privée du point A(1;0).
3 -Détermination de I'ensemble C des point M tels que Z'soitimaginaire pur
L'estimaginairepur & Re(Z')=0-x'= 0612 4y -x-2y=0

o - o\ .
o (X-E)z —;+(y—1) -1=0e (X-E) +(y-1) —1+;
H(x—l) Hy-12=2

2 4 2
ccl :"ensemble des points st le cercle d'equation (x— i) +

(y-1)= i de centre ) (; ; 1) ;derayon R = g privée dupoint A(1;0) .
4 - Représentation de (D) et (C)
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Exercice 15
1-a- EmwredeZsousfonnealgébrique

7= 5 _ (i ) 1+21J' N 24203 (2+2N§)(ﬁ-m)

A +N' 412 Mf "
-T2 T4 20 B4 2 (ﬁ, f) ( B ﬁ)

b ] =|— +il—
4 ) )

b- Ecriturede Z, ;Zp et Z sous forme trigonométrique

ZA-1+i\/—H2(}+i§)—>ZA:2(cos§+isin§)
Iy= \/—+1«/—<->2( )—»ZB 2(cosf+isinf)

ZA (281) etn (2 n) 15n
R L Try L Y SRy B 2(cos +lsm—)
b 2% ze4 t

¢ - Déduction des valeurs exactes de cosﬁ ot smﬁ

l=

51 \b-

1 4

l= 2(cos +isin— ) Zsms—n-g sini—z:@

)

2 - 3 -Démonstration
) = (V8- yT)eost+ (VB 412 )sinx
coss—nﬁ_ﬁ J6-12= 4cos

(:)
Vo+2= 4sm—
5 , 5T
flx) = 4cosE cosx + 4sma smred cosE cosx + sinsin =

flx ):4cos(x—5—n)cqfd

b- Résolution de  équation f(x) = 242 sur -1
_ - in _ {2
-2\/—(:>4cos(x—ﬁ)-2\/—<:>4cos( —12)-2 =

o 5 3
R L
Sn nﬁ Sn 31r@

0 4 IRV

or
o \/3+\/'
SN—=——
12 4

5T T
0§ (x -—) =(05- <
1 4

Exercice 16

1- Eeriturede Z = 1- iy/3 SET etCaalde 28

1
cosf =-
T

HENEEEYEVEY I 2{:’9"'
sm{)-—? :

el 7 :2(cos§ —ising)

3
B= [2 (cosg— ising)] e (cosg— isin;—r) & §(cosm - isinm) =
P=-8

2 - Racines carrées de

(1)+(2)=2x2=3=>x=ir?3

(1)'(2)=2y2=1=>y:i?3 @ZZX'H}/

2xy <0= son signe est contraire
s
77
— Z”—ﬂﬂl
i VT
3 - Deétermination de et f
l\/—-h‘l(l \/—)ZB—-8->B 8;0);2,=\3-1-C(3;-1)
0 est le barycentre des points A(a); B(P)et C ( 3 )
(ZA Z0)+ﬁ(ZB Zo) \/g(ZC Z()) 0o
(1= iy3-0)+§(-8-0) - 313~ -0) o« - i3~ 88 - 3413
832 o{a .

la\/— tif3 (B,
2eMethode

_ g _

_ a3y _
ST
{a 8-3=0 {a 1
03+3=0 B=-
Exercice 17
1 - Démonstration de (U, suite géometrique

Un:(g)n 21
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Uny _ (g)"“

[ “(3) U =30i0=5 0 U=
3

2- & Démonstration de S,
S = U+l 4 Uy 44044 (1)
05, =y + Uy 440, + Uy (2)

2 2n+1
(- 008,520 Uy 25, =)

b- Valeur de §,, }
2)n+1 i z-(zl)
;

w
Mg
)33

) 4l
3 |
C-Limitede §, 3+ o

Wﬂ[ﬁ'(})

2 ntl
commelarazsonq-g est comprise entre—Let Lalors lim (3) =(

N-40

lim §, =2

n-+0

3 - Calcul de Vl ;Vz ;Vg
I, =nl,

2
Iy =nl) Hln(g)

2 2
Jy=Inly & In 1

o

e szzm )

) 2
Vo=l o ln 7 V3:3l"(§)
b- Démonstration que V', est une suite arithmétique
b=l V4=l V4= lan 6 ey =, + Ing
V=V +ln() SA deraison r- 11 terme V4 -ln()

C-Calcul deS'w
S1p =W 1ttty

Sp=(")i0e 5(I/1+Vw)<->5(ln() 1(2)10)H

3
5(ln()+1om() o5t )as'0 sl =

3
Exercice 18
1-Caleul de Vet Relation entre V,, etV

Uy =0; Uyyy = (1443)0,43; 1= U, -3

hy=Uy-i3-+Vp=-i3

Voot = Uyt =3 0 Vg = (1 t i\/g)Un +3-i43

o (1+B3)(0, +i08) +3-iB3e (L4iB3)V, 4 (13- 343 i4B)
1= (1+i‘/§)vn

Naturede V,

larelation précédenteest dutypeV,., = gV, avecg = 1+1y3 €
C on deuit quel, estuneSG :q =1+ i3V, = iy3
2-Expression de V, en fonctionden
V=0t =, = (Bt +i3)
Caloul deS,,

{=g! -l\/—ll 1+l\/— l
n=r 1- -

1-1-i{3
Exercice 19

Uy=€; Uy =Ty ; V=Tl
1- Démonstration eV, SG

I
n+1 = Il © Vi = ln\/— =Ml @Eann = V=
Vn ,SGq- Vp;=1
ExpresswndeV etU, en fonctionden
1 n
h=og'=1,=

5,1 =5,=1-(t+i3)"

1 n
V=& U,=h=10,= e(i)
2 - Caloul du produit

U, & €,01 011 phh i @1

i 1
ehors, =V, q @eo( _';H)@el_fi_)l =>pn=ezl(1'(§) )]
1

P,= Uy Uy Uy

Exercice 20
fiy=2i-3j

34 34
f)=-
1- Matnce de f dans labase i )
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f(0)et f (7)sont déja exprimées en fonction deletj > M

2 - Expression analytique def
HOE U o= u<—>(41 4

$-

3 -Noyau et Base de f
fi)= 0“{:‘1_4;:- Hzx-iy:(lﬁx—Sy:O

=r4y=0 4

cel: kerf est ladroitevectorielle3y = x dont unebase € = 31+

f n'est pas injective car kerf ' estpas reduit au vecteur nul puis que
kerf estune droite
4 -Image et base def

NEIRES =
f(u) e [-ix%y:y’(z)
ccl: Im(fJestl droite vectorielley = x dont unebase €, = -]
5 - Ensemble des vecteurs invariants par f

lx _g =X _gx _g —0
J ! i

R N
P el

sl)+Qel=y+r

3
- lcty)=0

- i (14y)=0
&y +x=0.ccl 'enshl des pts invest la droite vectorielle
y=-xayant pour base €;=1- ]

6 - a-Démonstration

U=1-7 V=34]
det(U,V) = |_1131| e1t3=4= det(lw) # 0donc
(U, V) estune base de £
b-Matrice de f dans la nouvelle base
il faut exprimé f(@)et f(7)en fonction deil et ¥
f(i0) =1 carii = €4 € al'enshldes vect iny
f7)=Deari=€, e kerf

f=u_ o
- SoM

f(ﬁ) = (0 0)

Exercice 21

{f(x)=x+ k-1 :x<1
fW)=xte; 121

1 - Ensemble de définition de

fest définie @ x< 15 f =]~ 1]

e (10
fzestdefmleH[x W\ WY 4o
121
e O TN
fiUfye o[ ULL; oo Bf = ]-o0; o
2 - Continuité et Derivabilite defen-1 et 1

Expression de f sans valeurs absolues cela nécessite d'étudier le signe de % -

1

X
2

-1

) = x4+ -1 x€ -]
el f )= e+ e 4]
) =x+ e xe[L;4e]
f-1)=-1
n f(2)= lin (r+-1)= -1

-1 -1

I f(x) = lim (x+ -1 +1) -1

\r--1t x--1
ccl f est continue enxy=-1

f(6)-(xy) i =141 (1+ xz—)
111

lim
orox=xy et xtl

I1+(x—1)(x+1) (1 j; 1) 1_3

(r+Drt-1

0 [
im = lim = -0
Ly x-x e xtl

, -1 41
lim a1+

IS i 11

V=141
1+l

flo)-fla)_
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I (1—x)(x+1)‘ (+ )_1_
( e

1+ el
r+ 1241

fW-f)  fW-f-1)
lim = lim

o XX et 141
ccl:f n'estpas dérivable enx, = -1Cf admet en ce point

de rebroussement une 1 tangente verticale .

( f)=1

{lim flu)= lim (“J_ ) -~ f est continue enx,= 1
L llmf() llm(x+lnx)

1ot x-»l
rHVl-2t-1 -1t 41
li o1+ o

fl)=f(ny)
lim = lim
X"XO X= xO 11" X- ].

IH (1—x)(x+1)‘ (1+ 141 )_1_3
Sy | N S
fo-fog)  f-f(0)
im lim

1-1

X-xo
Iy
1+Tl)->onposeX=x-1qu->1;X—>0->x=X+1<—>

-0 owey -
lim =lim=|1+ - lim =)
et x-1 10 X w1t x-1

» YR
ccl: f n'estpas derivable enx, = 1;Cf admet en cepoint une ;

tangente verticale a gauche et une i tangente de pente 2 adroite.
3 - Etudes des variations de {

Ensemble de défintion : Ef = |0 o]
Limites aux bornes de Ef

-t 1

Dérivéeetsignepourxe]—oo -1]

T
=14t )=
=060 V2-T+r=0ed-1==t1<0axt-1=221>0
~1= 0 impossible donc f'(x) ne s'annulepas, il garde un signe constant,
r |- -1 1o

f| -

Dérivéeetsignedepourxe] 1-1[

\/_lx
fl)= 11 )= T
")=06y-rt+1-x=001-12+1 -x,x<0<—>

1=y —>1:2x2;x>0->x2:§;xZOHx:J_rg;xZOHx:

Deriveeetsignepourx €14

fll)=1+; -*f() %1 1> Opuis v€ x € [1;4o0]; donc
rell; +oo[ fly)>0

PO | 0

it t

Tableau des variations de f

-0 _1

I
1

t |- t

lm f(x) = lim (x+ x2-1)=—oo+oo<->

£-00 1200

- inf)=0

-0 -0

lim f(x)= lm (x4 lnx)= +00+00->llmf()

10 10
ULM Services: umlservices!

o
-Vrt-1 1-yxt-1

0\_1/ﬁ\1/ i
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4- Démonstration que f () = 0 admet une solution unique a € |-1;0]
Existence de o
Vre 000 f0) = r4V1-22e f(-1)

f(=1).£(0) < 0; donc u existe

Unicité de

f est contimie et strictement monotone sur]-l ; 0[ ;f est bijective
sur |-1;0(; aest doncunique= cel: 3l € ]-1;0(/f() =0
Détermination de a par e calcul

fl@) =00 atvl-at=00y1-0t=-g01-=a-a<0
1=t e :iﬁa:ig; a<0,ccl:a:—g

5- Equau'on Gela tangente enxy=0

x+\/_ - f(0) =1etf'(x)
y—f (xo)(x-xo)+f(xo)+>f( )~
6- Etudede]abranchea+oo
lim = fjp 22 1m(1+—)->lim LESBET!
RS RN &8 N S L D A & S

ler [f(x) - ax] = IIT (x4 x-2)=+o- lirll (1) -] = 4
X100 X100 X100
ccl: branche asymptotique de meme direction que y=1x

0)=-1:f(0)=1

=1
0410 y=r+1

7 - a - Verification que h est une primitive de [nx

il suffit deverifier queh'(x) = lnx:h(x) = x(lnx-1) -
N()=1(nr-1)+ C)x ohr-141-0(x) = Inx

Deduction de laprimitive de f sur [1;+|

Fix)=| f(x)dx—»F(x)=%x2+x(lnx— 1)

8 -2 Démonstration de a biection de fsur [1; +eo]

g est continue et strictement monotone sur [1;4e0]; donc g réalise
unebijection de = [1; +oo[vers ] =[-1;2]

b- Construction dela courbe de g~

Cget C* sont symetriques par rapport i lapremitre bissectrice
voir graphe

C- Calcul de (g'l)’(l)

(g‘l)'(l):ng(x) =lerthr=101=1

Exercice 22
A fuld) = & omew

1- Etude de fm( )pourm>0

Ensemble de définition

fulr) st definie & € -m#z 00 € -m=06€" =me
x=ln(m)> 03 carm> 0= Ef, =]~0; Inm)[ U ]In(m); +oo]
Limites aux bomes de Ef,

xljrréo fult)=0car lim er=

lim  f,(x)== m » lim f() s

1o~(Inm) 0 "o (lnm)*
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er er
xl-lgcl»fm(x)_xl-lﬂoex m_xhggoex(l me™) 1

Dérivée et signe

iy Ele-m-eter_efletm-e) o\ -met
A e i
m>0; €50, -m)?>0donc f,(x) < 0Vx € Ef,,
Tableau de variation

,x - i 2 - Démonstration que ! (ln(m);l)estuncenmdesyméuie\imeIR*
f m(x) - 2

™ il suffit demontrer que f(2a - )+ f(x) = 2b & fQnfm| - )+ f(x) =

1
f m(x) Zln\m| x ex elnm ot ex

1 (—)f(Zln|m| ) f() ezlmm|x et elnmexm ex-m

Asympotes d a courbe (Cm) met-m - - m@ ¥ (ml-me?) ex m@mz-me" er-m

les droites d'équationy =0 et y= 1 sont des asymptotes ¢ n o
4:—+—=>———<:>—=>f(21n\m| 1)1 f(r)=1

horizontales i C,,. Mgl Qm mee meet et )

ladroite d'équationx = In(m)est asymptote verticale aC,,.
3 - Tracage des courbes C; et C

Etudede fi () pour m <0 Pour[acourbe C; fz(x)=% m=2>0
Ensemble de définition -

fm(x)estdeﬁnieHex_m¢0(_)ex_m:0(->ex:m—)x=ln(m) f, (x) -0 +0
: -

cequiest impossible carm < 0;ccl Ef,, = [-o0; +oo] o

Limites aux bomes de Ef,
lim f,,(x)=0car lim €*=0 fa(x) \
e -6;0 ot 1

xll+mwfm(x)_xl+l£rnwex m_xllﬂoexﬂ me™) !

« ex
lf),é(n)ve_egfc(Sl -,en)-ex,ex_eX(eX-m-e*)_) )= et Pour C_p; f5(x )‘@ m=-2<
Ve e YTy to
m< 0;donc f(x)> 0V x € Ef, f

Tableau de variation

f2 ()
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Btudede F,, (x); pourm< 0

Ensemble de définition

F(x) est définie & € -m# 00 € -m=06 € =m-x=In(m)
impossible carm< 0= EF,,(x) = ]-o0; 4]

Limites aux bormes

xlit}lw k)= xlirzlwlnl €%~ m| = In(-m)

lm Fo(x) = lim [€*-m| = 40

1940 1710

Dérive et signe

o ):% m<0-m>0F () >0 € EF,

-0 +00
.|.

B-F,(x)=ln/€*-m|;me R o
1 - Etude de £, (x) pourm > 0 /

In(-m)
Ensemble de définition

F () est définie & € -m#£00 € -m=06 € =m-x=I(m) i - —me-t
EF,, = J~o; In(m){ U ]In(m) 491 Démonstration que F,, (x) = x+ [n|1- m€™|

Limitesauxbornes F0)=llet-n| & hje" (1 g)‘ & et i1 -me?) =

lim F,(x)= lim (/€% m|=In(m) FlX) =1+ Inf1-me™
"ﬁr'n“’ E() e Deduction que D :y = x est asymptote oblique
xlm ™ xliToo(Fm(x) -y)= )lcmgo (x+In|t-me7*-1)

f %mgo ([1-me™)=Inle xliTm(Fm(x) -y) =0

lim [n|€"-m|= -
x-lnm

lm F,(x) = lim [€*-m| = 0
x=+0 x40

ccl:D:y=xestd0aT,
Dériveetsime 3 - Tracage des courbes T, et T,
F'()-i-F’()‘m signe que € - m s anmulant pour |

)= gy P (o) meme signeque€® -ms'aumlantpourtam | pyy p )= rler-:m=2>0

Tableau devariation
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Pour F_(x)=[n|€*+2/;m=-2<0
Tableau de variation

=00

+00

+

o

[n(2)
4- Démonstration que la restriction de F admet une restriction réciproque

D'aprés le TV F, est continue et strictement 7 sur In2; +o|

donc F, est une bijection de |[n2; +oo[ vers]-; +o| par
consequent F, admet une bijection reciproque notée F, L contime
et strictement 7 de]-o; +oo[vers |In2 +oo].

Expliciton de "

F) =€ -2 e y=ljer-2 o & = ehE-2 s oy = |pr )
e >060 =0 =160 +2=0 (' +2) =t &

1= +2):cd Fl(1)= Ine¥+2)

G- 1-Détermination de 'aire ()

y=fo0); y=1r=lx=a<nd

0=y Ty~ r= [ 1 s - 42
& (n2-d)-(a-In e“+z)=»lnz n2-+In(€*+2)
= A0)=-In2- a+ln(€”+2)

Détermination de a pourA(w) = l
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Ale) = ln; &-m2-a+n@*+2)=n3-In2
_ -0=0 (a=0

@—a+ln(e“+2)-ln3c>[ea+2=3<->{ea=1

Calcul de alimite de A(a)a + o

lim A() = lim -In2-a+ In(€"+2)=-

=400 (=400

=a=0

Courbes T, etT_,

Exercice 1

Une école privée compte 8inscritsen Ty, 64 en Ty et 28en T, .

1- On demande atrois inscrits choisis au hasard de remplir un questionnaire,
Calculer les probabilités des événements suivants :

a-A - «les éléves choisis sonttous en Ty .

b-B : «les éléves choisis sont tous dune méme série ».

- Parmi les inscrits en T, 45% sont des filles. De meme 20% des inscrits enT et
66% des inscrits en T, sont des filles
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a:0n choisit un inscritau hasard, quelle est1a probabilité P, que l'nscrit soit une fille
delaT, ?Quelle estlaprobabilité P, que l'nscrit soit une fille?

b- 5 on choisitau hasard une fille, quelle est la probabilité P, quelle soiten T, ?
Exercice2

L'équation (E)définie par :y" +ay' + by = 0

1~ Déterminer et bpour que la fonction f(x) = ¢* (Acos2x + Bsind) soit une
Solution particuliere de (E).

- Quelleest a solution particuliére de (E) qui admet au point 0(0 ;3) une tangente
paralléle a'ave des abscisses.

Exercice 3

"
On considére lasuite (Z,),n eN, definie par [ mi ( 1 ) 1
1,21

A
1~ Déterminer lanature de lasuite (7, ) et Montrer que Z, = (%)

2.~ Pour quelles valeurs de n, (7, ) est reelle?, imaginaire pur?Puis calcul la limite
de(Z,)4+ 0,

Exercice4: (4points)
T
Pour tout entier n, on considére les intégrales :1, = foz e™Msinvdvet], =

T
fUZ e cos xdx
1-Caluler I et ;
2-Soit nun entier naturel non nul :
afn intégrant par parties!,, puis |, , vérifient le systéme :
[+n],=1
=N

-1l t),=e L
b-En déduire, pour n entier naturel, les expressions de I, et ], en fonction de n.

c-Déterminer : lim [, et lim |,
n+m =40

Exercice 5:(4 points)
Soit I'équation différentielle (E) :4y" + 4y" + 9y = 0 ouy estune fonction dela
variable x et " sa derivee seconde.

1) Résoudre I'équation différentielle (E)

2) Trouver lafonction solution particuliére de (E) vérifiant les conditions

suivantes : f (Z) = et f (:) =y

3) Verifier que, pour tout réel , (1) = V2cos (2 x- Z) ;
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4) Déterminer lavaleur moyenne de f surl'intervalle[l), :‘

Probléme (12 points)

Soit la fonction numérique définie par :
3o
fl) = _x+5_x2_+1 siv<1

fl) = (r- e six>1
f)=0
Soit (€)la représentation graphique de f dans le plan P muni d'un repére orthonormé
0,i))
1) &) montrer que¥x € ]-co1[ f(y) = (x 1(2‘:;13;“)) ;
b) Résoudre dans R I'équation f(x) =0
2) @) Etudier la continuité de fenx,=1
b) Etudier la derivabilité de fen x, = 1 écrire les équations des tangentes
=1
3) Etudier lesvariations def
4) Montrer que la droite (4) d'équation y = - +§ est asymptote ala

courbe (()
Tracer (A), (O etles tangentes en x, =1

BAC2011
EXERCICE 1 : (4 points)

L'espace vectoriel R® étant rapporté & une base (i,’ﬁf) , on considere 'application
de R° dans B® qui, & tout vecteur 1 (x, y, 2) associé le vecteur 7 = f( ) dont les
Y=-14+ wy+
composants (x'y",2') dans la base (TR sont défnies par y =% + 2y +
=1ty
(a€R)

1) Berire lamarice de 'applicaton fdans labase (1K)
2) Pour quelle valeur dea fest-elle bijective ?
3) Dans la suite, on pose a=1
a) Déterminer I'ensemble B de vecteurs R invariant par f
b) Déterminer le noyau kerf de f et I''mage imf de . en déduire une base
pour chacun des sous ensembles.
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) Soit i un vecteur de R® de composantes (1,1, B) dans base (L7 k) calculer
et p pour queii ¢ kerf.,

EXERCISE 2 : (4points)
On considere dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation (E)
2= -(L43)1 +4+4i=0

1) Résoudre dans C; I'équation (E) on appellera Z, la solution imaginaire
pure ¢t Z, |'autre solution,
2) Dans le plan (P) rapporté au repére(0,,7), on considére les quatre
points A, B, C, D d'affives respectives 34i; -2 +3i; 1-1.
a) Placer les points A, B, C, D dans le plan.

—

b)  Calculer les affixes des vecteurs AB; DC; (8. DA,
¢) Déduire lanature du quadrilatére ABCD.

PROBLEME (1Zpoints)

PARTIE A

1) Montrer qu'il existe deux nombres réels a et btels que :

i

) _a+_1
14t t

2) Calculer: fnxﬁdt

PARTIE B

Soit f,la fonction numérique de variable réelle x définie par
f(6) =1+ Inf(x+ 1)

(Ou In désigne le logarithme népérien)
1) Donner Iensemble de définition £, de f
ULM Services: umlservices!

2) Déterminer les variations de f

3) Dresser le tableau de variation de f

4) Montrer que I'équation f(x) =0 admet une solution unique & dans
intervalle] 2; 3]

5) Calculer f(x) et f (x) pour les valeurs de x suivantes :
-1 -3;0 et5

6) Etudier les branches infinies a (C)

7) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un plan (P) muni dun
repére orthonomé - (0,7) (unité graphique: lom), ainsi que les
tangentes a, cette courbe aux points dabscisses —2et 0

PARTIE C

Soit b, Iafonction définie par h(x)= —f(s) pour 1€ ]-1; +oo]
1) Dresser le tableau de variation de h
2) Tracer (C') la courbe de la fonction h dans le méme repére que (C).
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Cercle Trigonométrique

A

: : : : : 0 ou,2m cosinus
—cosinus © i >

—sinus

Tableau Trigonométrique

Degrés

Radian
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fG&) =a

f)=0

f) =a

F(x) =ax+c

fl) =x

fl)=1

fl) =xm

n+1

Flx) = +C
n+1

f&) = ax

f&) =a

() = sinx

F(x) = —cosx + C

fG) = x2

) =2x

&) = cosx

F(x) = sinx + C

() = ax?

f &) = 2ax

FO) = ——=1+tan?(x)

cos? (x)

F(x) =tan(x) + C

fG) =ax?+bx+c

&) =2ax+b

fO) =—— =1

" sin?(x) -
+ ctn?(x)

F(x) = —ctan(x) + C

fl) =xm

&) =nxnt

(&) = sinlax + b)

Flx) = —%cos(ax +b)

&) = ax™

(&) = anx™ !

() = cos(ax + b)

F(x) = %sin(ax +b)

FQ) ==
X

FG) = ——

x2

f)=v+v

Fx) =U+V +C

) =Vx

, 1
f(x)=m

f) =3 Q3 ER)

Flx) =AU+C

f&) =VU

U/

10="7

&) =u'ur

n+1

Flx) = +C
n+1

FO) = xn = YT

FG) =~
n

fG) =Uv+uv

F(x) =UV +C

f() = sinx

f () = cosx

!

f@=%

1
F [ p—
) = +C

f&) = cosx

&) = —sinx

T
G =\/_ﬁ

F(x) = 24U +C

f&x) = tanx

. T
&)= >=1+tan x?

fG) ==

Ul—n
Flx) =—+¢C
1-n

f(x) = cotx

cosx
-1

o= sinx?

() = tan(x)

F(x) = —Inlcosx| + C

f &) = sin(ax + b)

f &) = acoslax + b)

fl) = e*

Fx) =e*+C

f(&) = coslax + b)

f &) = —asinax + b)

fG) = e™

I
F) =—e™ +C

f &) = tan(ax +b)

- =a
)= sin?(ax +b)

1
f(x)=;

F(x) = Inlxl + ¢

f&) =au

&) =aw

1+ tan?(x)
00 = tan (x)

F(x) = Inltan(x)|

f)=Uu+v

fQ=v+Vv

fG)=vvU

1
F(x) =5U2 +C

f&)=uv+uv

&) =UuNU

2
F(x)=§ U +cC

FG) = uv -uov’

fO) ==

Flx) = S%/UZ ¥C

VZ

ur
f(ﬂ=m

-2
F(x)—\/—v+C

f) = U'U?

Flx) = §U3 +C

f(x) = U'sin(x)

F(x) = —cosx) + C

f(x) = e(ax+b)

f'(x) = qe(@**D)

&) = U'cos(x)

F(x) = sinlx) + C

fl) =ev

fl) =U'e"

v'v+uvs

fG) = L

F) =%+¢
4

f&) = InU)

1 ur
f(x)=;

fG) = ax™

Fx) =

axn+1
n

+C
+1

f(x) = In(ax + b)

fll) = —

(ax+b)
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