
ثالثة ثلاثٌة  – عرض النخبةو مرحبا فً   عسلامة
ضياتاريبشعبة خاص  –  

ٌّنة من العرض بش تلقاو فٌها سرٌات على  هاذي ع
المعاهد من مختلف  مادة اساسيةمن كل كل درس 

النموذجية  
سهلتك  و الكوركسيونفً التمرٌن  صعوبةاذا لقٌت 

الفهم متاعها .. وقتها تنجم تشري العرض متاعنا 
اللً بش ٌعاونك برشا فً الرفزٌون و ٌسهل علٌك 

 الفهم
ادخل على الموقع الرسمً و عدي كوموند  

http://boutique.goldenbac.tn/ 

والا كلمنا على 31439949  
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Arithmétiques

Divisibilité dans Z

Diviseurs et multiples d’un entier

Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs tels que b 6= 0 .

X On dit que b divise a sill existe un entier relatif q tel que : a = bq . On note b|a.

X On dit également que a est un multiple de b ou que b est un diviseur de a.

Remarque : si a n’est pas un multiple de b alors b ne divise pas a.

Conséquences :

X Tout entier a est divisible par 1 et −1 .

X Soit a un entier non nul. Si a divise 1 alors a = 1 ou a =−1

X Soit a et b deux entiers tels que b 6= 0. Si b divise a alors ∀k ∈ Z et ∀n ∈N
∗,b divise ak et b divise an .

Propriétés :

Soient a , b et c trois entiers.

X Si a|b et b|a alors a =±b.

X Si a|b et b|c alors a|c

X si c|a et c|b alors c|(au +bv) quels que soient u et v entiers relatifs.

On dit que c divise toute combinaison linéaire de a et de b a coefficients entiers.

Division euclidienne dans Z

Théorème :

Soient a ∈Z et b ∈Z
∗, il existe un unique couple (q,r ) d’entiers relatifs tels que : a = b ×q + r avec 0 ≤ r < |b|.

q est le quotient et r est le reste.

Détermination du quotient :

Si b > 0 alors q = E
(a

b

)

Si b < 0 alors q =−E
(

−
a

b

)

Congruence modulo n

Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel non nul. On dit que a est congru à b modulo n ou que

a et b sont congrus modulo n si a −b est un multiple de n . On note a ≡ b (mod n)

Conséquences :

Soient a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

X a ≡ b (mod n) ⇐⇒ n divise a −b

X a ≡ 0 (mod n) ⇐⇒ n divise a

X Soit d un entier naturel non nul.

Si a ≡ b (mod n) et d divise n ⇒ a ≡ b (mod d)

Théorème :

Soit n un entier naturel non nul. Pour tout entier a, il existe un unique entier r appartient a {0,1, . . . ,n−1} tel que a ≡ r ( mod n).

On dit que r est le reste modulo n de a.
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Congruence modulo n (suite)

Propriété réciproque :

Soient a entier relatif et n entier naturel non nul.

Si a ≡ r ( mod n) et 0 ≤ r < n alors r est le reste dans la division euclidienne de a par n.

Propriété :

Soient a,b et c trois entiers et n un entier naturel non nul.

X a ≡ a( mod n).

X a ≡ b( mod n) ⇔ b ≡ a( mod n)

X a ≡ b( mod n) ⇔ b ≡ a( mod n)

X Si a ≡ b( mod n) et b ≡ c( mod n) alors a ≡ c( mod n)

Propriété :

Soient a,b, a′ et b′ quatre entiers relatifs et n entier naturel non nul. La congruence est compatible avec l’addition.

1. si a ≡ b (mod n) et a′ ≡ b′ (mod n) alors : a +a′ = b +b′ (mod n)

2. Quel que soit c ∈Z : si a = b( mod n) alors : a + c = b + c( mod n)

3. Si a = b( mod n) et a′ = b′( mod n) alors : a ×a′ = b ×b′( mod n)

4. Quel que soit k entier naturel non nul: si a ≡ b( mod n) alors : ak ≡ bk ( mod n)

5. Quel que soit c ∈Z : si a = b( mod n) alors : a × c = b × c( mod n)

En particulier: si a ≡ b( mod n) alors : (−a) ≡ (−b)( mod n)

6. si a = b( mod n) et a′ = b′( mod n) alors : a −a′ = b −b′( mod n)

Petit théorème de Fermat

Pour tout entier naturel a et pour tout nombre premier p ne divisant pas a. On a : ap−1 ≡ 1( mod p).

Remarque : si p est premier alors a est premier avec p si et seulement si p ne divise pas a

Corollaire

Soit p un nombre premier, quel que soit a entier naturel: ap ≡ a( mod p)

Identité de Bezout

PGC D de deux entiers

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Notons D(a) l’ensemble des diviseurs de a et D(b) celui des diviseurs de b.

L’ensemble de leurs diviseurs communs est noté: D(a,b) avec D(a,b) = D(a)∩D(b).

1 divise a et b donc D(a,b) n’est pas vide.

De plus, a et b admettant un nombre fini de diviseurs, leurs diviseurs communs sont en nombre fini.

D(a,b) étant un sous ensemble fini et non vide de N, il admet donc un plus grand élément d .

Définition du pgcd de deux entiers naturels non nuls :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On appelle plus grand commun diviseurs de a et b l’entier naturel noté

d = pgcd(a,b) ou d = a ∧b tel que :

X d divise a et b

X Tout diviseur commun à a et b est un diviseur de d .

Remarque :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls,

X si a = bq + r avec q et r entiers naturels non nuls alors pg cd(a,b) = pg cd(b,r )

X si b divise a alors pg cd(a,b) = b.

X a ∧b est le dernier reste non nul dans la succession des divisions euclidiennes de l’algorithme d’Euclide de a par b.
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PGC D de deux entiers (suite)

Définition :

Si a et b sont deux entiers non nuls alors il existe un unique entier naturel d qui vérifie les deux conditions suivantes:

♠ d divise a et b.

♠ L’entier d est appelé plus grand commun diviseurs de a et b et noté d = a ∧b ou d = pgcd(a,b)

Conséquences :

X Pour tous entiers non nuls a et b , a ∧b est un entier naturel non nul.

X Pour tous entiers non nuls a et b , pgcd(a,b) = pgcd(b, a).

X Si a et b sont des entiers relatifs non nuls: p gcd(a,b) = p gcd(|a|, |b|)

Propriétés :

soient a et b deux entiers non nuls

X si b| a alors pgcd (a,b) = |b|.

X Si a = bq + r avec q et r entiers naturels non nuls alors pgcd(a,b) = pgcd(b,r ).

X a ∧b = b ∧a.

X Pour tout entier non nul k, (ka)∧ (kb) = |k|(a ∧b).

X Pour tout entier non nul cs a ∧ (b ∧ c) = (a ∧b)∧ c .

Nombres premiers

Définition :

Soit p un entier naturel. On dit que p est un nombre premier s’il admet exactement 2 diviseurs entiers naturels distincts.

Diviseurs qui sont 1 et lui-même. (puisque 1 divise tout nombre et tout nombre est diviseur de lui-même.)

Remarque : A ce jour, il n’existe toujours pas de critère ou de formule qui permette instantanément de dire si un nombre

quelconque est premier.

Théorème 1 :

Soit n ∈N si n ≥ 2 alors n admet au moins un diviseur premier.

Théorème 2 :

Soit n ∈N avec n ≥ 2 . Si n n’est pas premier admet au moins un diviseur premier p tel que : p ≤
p

n

Théorème 3 : ( contraposée du théorème 2 ) :

Si n n’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal à
p

n alors n est premier.

Théorème 4 :

L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Théorème 5 : (DECOMPOSITION D’UN ENTIER EN PRODUIT DE FACTEURS PREMIERS)

Tout entier n ≥ 2 se décompose de façon unique sous la forme : n = p
α1

1 xp
α2

2 x. . .xp
αm
m Ou̇ : p1, p2, . . . pm sont des nombres premiers

tels que : p1 < p2 < . . . < pm et α1,α2, . . . ,αm sont des entiers naturels non nuls.

L’écriture de n sous cette forme est appelée décomposition de n en produit de facteurs premiers.

Nombres premiers entre eux

Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs non tous nuls. a et b sont dits premiers entre eux si pgcd (a,b) = 1

Remarques :

1. Deux nombres premiers entre eux ont donc 1 pour seul diviseur positif commun.

2. Si a est un nombre premier et que a ne divise pas b alors a et b sont premiers entre eux.

Théorème :

Soient a et b deux entiers non nuls. pgcd (a,b) = d ⇔ il existe a′ et b ’ entiers tels que:a = d a′ et b = db′ avec pgcd
(

a′,b′)= 1
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Nombres premiers entre eux (suite)

Lemme de Gauss :

Soient a,b et c trois entiers relatifs non nuls.

Si a divise bc et a et b premiers entre eux alors a divise c .

Théorème :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et n un entier.

Si

a ∧b = 1

n = 0( mod a)

n = 0( mod b)







alors n = 0( mod ab)

Conséquence :

Soient n et m deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux . x et x0 deux entiers.

x = x0( mod n)

x = x0( mod m)

™

⇐⇒ x = x0( mod m.n)

PPCM de deux entiers

Théorème et définition :

Pour tous entiers non nuls a et b , il existe un unique entier naturel non nul M qui vérifie les deux conditions suivantes:

� M est un multiple de a et de b.

� Tout multiple de commun de a et b est un multiple de M .

L’entier M ainsi défini est le plus petit commun multiple de a et b et est noté a ∨b

Conséquence :

� a ∨b = |a|∨ |b|.

� a ∨b = d ·
∣

∣a′ ·b′∣
∣ tels que d = a ∧b, a = a′ ·d et b = b′ ·d .

� (a ∨b)(a ∧b) = |a ·b|

Propriétés :

Soient a et b deux entiers non nuls.

� si b divise a alors a ∧b = |a|.

� Pour tout entier non nul k, (ka)∨ (kb) = |k|(a ∨b) .

� Pour tout entier non nul c, a ∨ (b ∨ c) = (a ∨b)∨ c

Théorème :

Soient a et b deux entiers non nuls tels que b ≥ 2 et a ∧b = 1.

Il existe un unique entier non nul u appartenant &{1, . . . ,b −1} tel que au ≡ 1( mod b).

On dit que u est un inverse de a modulo b.

EXEMPLE : 3 est un inverse de 5 modulo 7.

Identité de Bezout

Théorème de Bezout :

Deux entiers non nuls a et b sont premiers entre eux, si et seulement si, il existe deux entiers u et v tels que au +bv = 1

Application :

Soient a, b et c trois entiers non nuls. Montrer que

X Si a ∧b = 1 et a ∧ c = 1 alors a ∧ (bc) = 1.

X si a ∧b = 1 alors a ∧b2 = 1

X Pour tout entier naturel n, si a ∧b = 1 alors a ∧bn = 1

Corollaire :

Si a et b deux entiers non nuls et d = a ∧b alors il existe deux entiers u et v tels que d = au +bv .

Attention : La réciproque n’est pas vraie.
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Equations Diophantiennes

Définition :

Toute équation (E) du type : ax+by = c où a,b et c sont des entiers relatifs et où les inconnues x et y sont des entiers relatifs

est appelée équation diophantienne.

Théorème :

Soient a,b et c trois entiers et d = a ∧b. L’équation ax +by = c admet des solutions dans Z 2 si et seulement si, d divise c .

EQUATIONS DIOPHANTIENNES : EXISTENCE DE SOLUTIONS

Étape 1 :
A quelle condition (E) admet-elle au moins une solution?

L’équation (E) : ax +by = c admet au moins une solution si et seulement si a ∧b divise c .

Remarque :

1. La premiere chose a faire est évidemment de calculer le PGCD de a et de b

2. Si a et b sont premiers entre eux, (E) admet des solutions quel que soit c .

Étape 2 : Recherche d’une solution particulière.

Trois cas de figure sont possibles:

• Soit la solution particulière est donnée par le texte et il ne reste qu’a vérifier qu’elle est bien solution de (E).

• Soit il y a une solution particulière évidente.

• Soit il faut trouver cette solution par le calcul.

Prenons un exemple concret: (E) : 616x +585y = 12

Première méthode
616 = 585×1+31

585 = 31×18+27

31 = 27×1+4

27 = 4×6+3

4 = 3×1+1

3 = 1×3+0

Le dernier reste non nul est 1 donc pg cd(616,585) = 1. 1 divise 12 donc ce qui est certain c’est que l’équation a des solutions.

Voici maintenant la technique a adopter pour remonter la suite de divisions.

Exprimer le PGCD : 1 = 4−3×1

Remplacer le reste précédent : 1 = 4− (27−4×6)×1

Factoriser : 1 = 4×7−27×1

Remplacer le reste précédent : 1 = (31−27×1)×7−27×1

Factoriser : 1 = 31×7−27×8

Remplacer le reste précédent : 1 = 31×7− (585−31×18)×8

Factoriser : 1 = 31 × 151 − 585 × 8 Remplacer le reste précédent : 1 = (616 − 585 × 1) × 151 − 585 × 8 Factoriser :

1 = 616×151+585× (−159)

Multiplier par 12 : 12 = 616×1812+585× (−1908)

Et vue la probabilité de se tromper dans ce genre de manipulation, il est conseillé de vérifier le résultat trouvé:

En effet, la calculatrice confirme que : 616×1812+585× (−1908) = 12

Une solution particulière de (E) est donc le couple ( 1812;−1908 ).

Deuxième méthode

1 18 1 6 1 3

0 1 1 19 20 139 159 616

1 0 1 18 19 132 151 585
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LYCEE PILOTE TUNIS



 

  

 

 

 

 

 

Exercice 1: 

Trouvez, suivant les valeurs de l'entier naturel n, le reste de la division 

euclidienne de 3
n
 par 8. 

Quel est l'ensemble des entiers naturels n tels que le nombre 3
n
.n - 9n + 2 

soit divisible par 8? 

Exercice 2: 

Montrez que pour tout entier n, 3
n+3

 - 4
4n+2

 est divisible par 11. 

Exercice 3: 

 Montrez que pour tout couple d'entiers relatifs (a , b), si a et b ne sont 

pas divisibles par 7 alors 

a² + b² n'est pas divisible par 7. 

Montrez que pour tout n entier naturel, 3
2n+1

 + 2
n+2

 est divisible par 7. 

 

Exercice 4: 

Déterminez l'ensemble des x entiers relatifs tels que : x
2
 + 3x soit 

divisible par 7. 

 

Exercice 5: 

Montrez que pour tout entier n > 1 ,  3.5
2n-1

 + 2
3n-2

 est divisible par 17 en 

effectuant un raisonnement par récurrence puis en faisant une 

démonstration directe. 

 
Exercice 6: 

Trouver les couples (a , b) d'entiers naturels tels que 0 < a < b dont le 

PGCD d et le PPCM m vérifient      :  

2m + 3d = 78 et tels que a ne soit pas un diviseur de b. 
 
Exercice 7: 

Déterminer les paires d'entiers naturels  {a,b} vérifiant: m - 18d = 791 

où m est le PPCM et d le PGCD des nombres a et b. 
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L.S.El Riadh   Arithmétique Mr Zribi 

4 ére Maths Solutions 

Exercice 1: 

Le plus simple dans cet exercice, est alors de faire défiler les puissances 

de 3 modulo 8. 

On obtient alors: 

 3  = 3 [ 8] 

 3² = 9     et   3² = 1[ 8] 

 3
3
 = 27   et  3

3
 = 3[ 8] 

 3
4
 = 81   et 3

4
 = 1 [ 8]   etc , etc ... 

Les restes possibles par la division euclidienne de 3
n
 par 8 sont donc 1 ou 

3 suivant que n soit pair ou impair. 

On veut maintenant l'ensemble des n entiers naturels tels que  

3
n
.n - 9n + 2 soit divisible par 8. 

On cherche l'ensemble des n entiers naturels tels que 

 " 3
n
.n - 9n + 2 = 0[ 8] " 

D'après le résultat précédent, on a 2 cas à étudier:  n pair et n impair. 

 Cas n pair:

Comme dans ce cas, 3
n
 = 1[ 8],  on peut écrire que :

n - 9n + 2 = 0 [ 8] ou encore  -8n + 2 = 0[ 8] ou encore

2 = 0[ 8].

C'est impossible, donc pas de solution avec n pair.

 Cas n impair:

Comme dans ce cas, 3
n
 = 3[ 8], on peut écrire :

3n - 9n + 2 = 0 [ 8], ou encore , -6n + 2 = 0 [ 8], ou encore ,

2n + 2 = 0 [ 8], ou encore , 2(n+1) = 0[ 8].

Or, 2(n+1) = 0[ 8]  <=> 2(n+1) = 8k avec k dans Z.

2(n+1) = 8k <=> (n+1) = 4k <=> n+1 = 0 [ 4]

<=> n = 3 [ 4]

 n = 3 [ 4]<=>  n = 3 modulo 8 ou n = 7 modulo 8.

n est donc de la forme n = 8K + 3  ou n = 8K + 7, où K est un

entier naturel.

n est bien impair.

Conclusion 

L'ensemble des entiers naturels n tels que 3
n
.n - 9n + 2 est formé est 

entiers de la forme  

(8K + 3)  ou (8K + 7) où K est un entier naturel. 
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Exercice 2: 

Utilisons directement ce que l'on sait sur les congruences. 

On veut ici vérifier que 3
n+3

 - 4
4n+2

 est congru à 0 modulo 11. 

3
n+3

 - 4
4n+2

 = 3
3
.3

n
 - 4

2
.(4

4
)

n
  

= 5.3
n
 + 6.3

n
 [11]  car 3

3
 = 5 [11] , 4² = 6[11] et 4

4
 = 3[11] 

 = 11.3
n
  modulo 11 

 =0[11] 

Exercice 3: 

Dans le cadre de cet exercice, dire que a et b ne sont pas divisibles par 7 

revient seulement à dire qu'ils sont congrus à des entiers A et B compris 

entre 1 et 6. 

Si on fait la liste des carrés de ces entiers modulo 7, on obtient alors: 

 1² = 1 [ 7]

 2² = 4 [ 7]

 3² = 2[ 7]

 4² = 2 [ 7]

 5² = 4 [ 7]

 6² = 1 [ 7]

On constate alors que les carrés modulo 7 sont 

 1 = 1² = 6² [ 7]

 2 = 4² = 3² [ 7]

 4 = 2² = 5² [ 7]

Aucune somme de deux de ces carrés ne peut donc être congrue à 0 

modulo 7. 

Donc, si a et b sont non divisibles par 7, la somme a² + b² n'est pas 

divisible par 7. 

Maintenant, en utlisant les diverses propriétés des congruences 

(compatibilité avec la somme et le produit), on peut écrire que, à modulo 

7 près, on a: 

G

O
L

D

E
N

 B
A

C
 

T
é

l
:9

4
.1

9
3

.6
1

6

Page 1071

G
O

L
D

E
N

 B
A

C

T
E

L
:
9

4
.
1

9
3

.
6

1
6

Page 1242



 3
2n+1

 + 2
n+2

 = 3(3²)
n
 + 2².2

n

  = 3.2
n
 + 4.2

n
  [ 7] 

  = 7.2
n
 [ 7] 

  = 0 [ 7] 

3
2n+1

 + 2
n+2

 est bien divisible par 7 pour tout entier naturel n. 

 Exercice 4: 

x² + 3x est divisible par 7 si et seulement si x² + 3x = 0[ 7]. 

Ou encore si et seulement si    x(x+3) = 0[ 7]. 

Or, 7 est premier donc d'après le théorème de Gauss, il ne peut diviser un 

produit d'entiers que si il divise au moins un de ces entiers. On a donc: 

x(x+3) = 0 [ 7]si et seulement si x = 0 [ 7]ou (x + 3) = 0[ 7]. 

Ce qui peut s'écrire:  x = 0 [ 7] ou   x = 4[ 7]. 

Les entiers relatifs x tels que x² + 3x soit divisible par 7 sont donc les 

entiers de la forme  7K  ou  de la forme  7K + 4 , où K est un entier relatif 

quelconque. 

 Exercice 5: 

Par Récurrence 

Appelons P(n) la propriété suivante : "3.5
2n-1

 + 2
3n-2

 est divisible par 17". 

Pour n = 1,  la propriété s'écrit : P(1) : "3.5 + 2 est divisible par 17" 

Comme 3.5 + 2 = 17 , on en déduit que P(1) est vraie. 

Faisons alors l'hypothèse de récurrence P(n), n étant un entier > 1.. 

On suppose donc que  "3.5
2n-1

 + 2
3n-2

 est divisible par 17" 

Alors, cette hypothèse s'écrit plus simplement  "3.5
2n-1

 + 2
3n-2 

= 0 modulo 

17" 

On a donc: 

3.5
2n-1

 + 2
3n-2

=0[17] donc  25.(3.5
2n-1

 + 2
3n-2

)=0[17] 

Donc  3.5
2n+1

 + 25.2
3n-2

 =0[17] 

On remarque alors que  

25 = 8 [17] et que   8 = 2
3
  DONC 
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Fonction exponentielle

Fonction exponentielle base : e

Définition

On appelle fonction exponentielle la fonction réciproque

de la fonction logarithme Népérien notée :

e : x 7−→ exp(x) = ex

Conséquences

♦ Pour tout réel x et pour tout réel y > 0,

ex = y ⇔ x = ln y .

♦ Pour tout réel x, ex > 0.

♦ Pour tout réel x, ln
(

ex
)

= x .

♦ Pour tout réel strictement positif x, e ln x = x .

♦ La fonction exp est continue et strictement croissante

sur R.

♦ Soit a et b deux réels

• ea = eb ⇔ a = b.

• ea > eb ⇔ a > b.

• ea < eb ⇔ a < b.

• ea > 1 ⇔ a > 0.

• ea < 1 ⇔ a < 0.

Propriétés algébriques

1. Pour tous réels a et b on a :

ea+b = eaeb , e−a =
1

ea
,

ea

eb
= ea−b

2. Soit a un réel .

♥ Pour tout entier n,
(

ea
)n = ena .

♥ Pour tout entier n ≥ 2,
n
p

ea = e
a
n .

♥
p

ea = e
a
2 ,

3
p

ea = e
a
3

3. Pour tous réels a1, a2, . . . , an on a :
n
∏

k=1

eak = e
∑n

k=1
ak .

Limites remarquables

♠ lim
x→+∞

ex =+∞, lim
x→−∞

e−x = 0.

♠ lim
x→+∞

ex

x
=+∞, lim

x→−∞
xex = 0.

♠ lim
x→0

ex −1

x
= 1.

♠ Pour tous entiers naturels non nuls n et m,

lim
x→+∞

enx

xm
=+∞, lim

x→−∞
xmenx = 0

Théorème

La fonction exponentielle f : x 7→ ex est dérivable sur R et

∀x ∈R, f ′(x) =
(

ex
)′ = ex

Théorème

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I . La fonc-

tion F : x 7→ eu(x) est dérivable sur I

et F ′(x) = u′(x)eu(x).

Corollaire

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I . Les prim-

itives sur I de la fonction x 7→ u′(x)eu(x) sont les fonctions

x 7→ eu(x) + cte .

Courbe representative

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

−1

−2

−3

1

2

3

4

0

y = ln(x)

b

b

e

y
=

e
x

p
(x

)

b

b

e

14
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Fonction exponentielle base : a

Définition

Soit un réel a > 0, Pour tout réel x , on pose ax = ex ln a

Définition

Soit un réel a > 0, On appelle fonction exponentielle

base a la fonction x 7→ ax

Théorème

Soit un réel a > 0. La fonction x 7→ ax est dérivable sur R

et pour tout x ,
(

ax
)

= (ln a)ax

Propriétés

Pour tous réels strictement positifs a et b et pour tous

réels c et d on a:

♥ ac+d = ac ×ad .

♥
(

ac
)d = acd

.

♥ ac−d =
ac

ad
.

♥ ac ×bc = (ab)c .

♥
ac

bc
=
(a

b

)c

.

Limites

Soit un réel a > 0

Si a > 1 alors lim
x→+∞

ax =+∞ et lim
x→−∞

ax = 0

Si 0 < a < 1 alors lim
x→+∞

ax = 0 et lim
x→−∞

ax =−∞

Fonctions puissances

Définition

Soit r un nombre rationnel n′ appartenant pas à Z.

On appelle fonction puissance r la fonction définie sur

]0,+∞[ par x 7→ xr = er ln x .

Dérivée

Soit r un nombre rationnel. La fonction définie sur

]0,+∞[ par x 7→ xr est dérivable sur ]0,+∞[

et
(

xr
)′ = r xr−1.

Limites

Soit r un nombre rationnel.

♣ Si r > 0 alors lim
x→+∞

xr =+∞ et lim
x→0+

xr = 0.

♣ Si r < 0 alors lim
x→+∞

xr = 0 et lim
x→0+

xr =+∞.

Primitive

Soit r un nombre rationnel different de 1. Les primitives

sur ]0,+∞ de la fonction x 7→ xr sont :

F (x) =
1

r +1
xr+1

Croissances comparées

Théorème

Soit r un nombre rationnel strictement positif.

lim
x→+∞

ln x

xr
= 0, lim

x→0+
xr ln x = 0, lim

x→+∞
ex

xr
=+∞
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PILOTE TUNIS



  

 

Exercice  1: 

Partie I 

1. Soit g la fonction définie sur [0 ; + ∞[ par g(x) = ex − x − 1.

a)Montrer que, pour tout x > 0, on a g´(x) > 0. En déduire le sens de variation de g sur [0 ; +

∞[. 

b) Calculez g(0). En déduire que, pour tout x > 0, on a g(x) > 0.

2. Soit h la fonction définie sur [0 ; + ∞[ par h(x) = (2 − x) ex − 1.

a) Étudier la fonction h et dresser son tableau de variation.

b)Montrer que l'équation h(x) = 0 admet une solution et une seule α et que l'on a α > 1.

c) Vérifier la double inégalité 1,84 < α < 1,85.

d) Préciser, suivant les valeurs du nombre réel x ≥ 0, le signe de h(x).

Partie II 

1. a) Justifier que f est définie en tout point de [0 ; + ∞[. 

b)Montrer que, pour tout x ≥ 0, on peut écrire .
x

xf
x

x

−

−

−

−
=

e1

e1
)(  

En déduire  )(lim xf
x +∞→

Interpréter géométriquement, relativement à C, le résultat obtenu. 

c)Montrer que, pour tout x ≥ 0, .
x

xh
x'f

x 2)(e

)(
)(

−
=  

d) Étudier la fonction f et dresser son tableau de variation.

2. a) Montrer que, pour tout x ≥ 0,  .
x

xgx
xxf

x −

−
=−

e

)()1(
)(  

b) En déduire, suivant les valeurs du nombre réel x ≥ 0, la position de la courbe C par rapport
à la droite D d'équation y = x. 

3. a) Préciser la tangente au point de C d'abscisse 0. 

b) Tracer C, en faisant figurer sur le dessin la droite D d'équation y = 1 et tous les éléments

obtenus au cours de l'étude. 
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Exercice 1 : 

Partie I 

1. g est définie pour tout x ∈ [0 ; + ∞[ par g(x) = ex − x − 1.

a) Pour tout x ≥ 0, g´(x) = ex − 1 et

g´(x) > 0 équivaut à  e
x > 1 

e
x > e0  

x > 0. 

car la fonction exp est strictement croissante sur R. 

0.(0)et  0pour tout  0 =>> g'x)x('g  

Il s'ensuit que   [. , [0sur  croissantet strictemenest  fonction  la ∞+g

b) Nous avons  g(0) = e0 − 1

g(0) = 0. 

g étant strictement croissante sur [0 ; + ∞[ , nous pouvons affirmer que pour tout x > 0 

g(x) > g(0) 

g(x) > 0. 

0.x pour tout  0)( >>xg

2. h est définie pour tout x ≥ 0 par h (x) = (2 − x)ex − 1. 

a) Pour tout x ≥ 0, h'(x) = −ex + (2 − x)ex  

h´(x) = (1 − x)ex. 

Le signe de h´(x) dépend uniquement du signe de (1 − x) car ex > 0 pour tout réel x. 

Par conséquent, 

h´(x) > 0 pour tout x ∈ [0 ; 1[ 

h´(1) = 0 
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h´(x) < 0 pour tout x ∈ ]1 ; + ∞[. 

  [.   ; 1 [sur  tedécroissant strictemenet  ] 1 ; 0 [sur  croissantet strictemenest  ∞+h  

De plus, h(0) = 1, h(1) = e − 1, 

et  −∞=
+∞→

)(lim xh
x

 puisque 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+∞=

−∞=−

+∞→

+∞→
x

x

x
x

elim

)2(lim

 

 

Tableau des variations de h  

    

b) h est strictement croissante sur [0 ; 1] et h(0) = 1, donc, pour tout x ∈ [0 ; 1], h(x) ≥ 1 et 
l'équation h(x) = 0 n'admet aucune solution sur [0 ; 1]. 

h est continue (car h est dérivable) et strictement décroissante sur [1;+∞[: 

h réalise une bijection de [1;+∞[ sur ]− ∞ ; e − 1] et 0 ∈ ]− ∞ ; e − 1]. 

  [.1; ] intervallel'sur  solution  unique uneadmet   0)(équation L' +∞= αxh  

c) h(1,84) = 0,007 et h(1,85) = − 0,046 à 10−3 près. 

Donc  851841 ,, <α<  

d) Nous avons montré à la question précédente que pour tout x ∈ [0 ; 1], on a h(x) ≥ 1. 

h est donc positive sur [0 ; 1]. 

Sur l'intervalle [1 ; + ∞[, h est strictement décroissante et h(α) = 0. 

Il s'ensuit que 

.xh,;x

,xhx

0)([]pour tout 

0)( [,[1;pour tout 

<+∞α∈
>α∈

 

 

Partie II 
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N.B : toutes les solutions sont prises a 25°C ou Ke=10­14 et pKe=|4.

On n6glige les ions provenons d'ionisation propre de l'eau.

EXERCICE: 1 :

1) a­ Donner la definition d'un acide selon la thforie de Brousted.

b­Donner la definition d'une base selon la thedrie de Brousted.

c­Donner la definition d'une reaction  acide­base.

2) a­Definir la constante d'acidite Ka et le pKa d'un couple acide base.

b­ Etat]1ir une relation entre Ka, Kb, pKa et  pKb d'un m€me couple acide­base.

3) Le tableau suivant indique les valeurs du pKa de quelques acides falbles :

Acide fluorhydrique 6thano.1.que benzo.I.que m6thano.I.que I

•. 3,2 4,8 4,2 3,8

On se propose de classer ces acides selon leurs forces.

a) Completer le tableau ci­dessous :

Acide fluorhydrique 6thanoi.que benzo.1.que m6thano'i'que

Ka .  . .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . +.,.  t,,`.­.­­`` . . . .  . . .,. 6,.­, ­'.,.­.,.

/    ,   ,,   (I,,.

pKb . . .  . . .  . . .  . . .`§:`SSS.S̀;§i:.         ``,.`\.\
•`\`­\,,:p\\\t  .  .  .  .  .  . •Z/,,„

kb \\`;:\`.............. I­
b) Classer par ordre croissant de leurs forces, 1

4) On fait ieagir l'ion 6thanoate avec l'acide

a­Etablir 1'expression de la constante d'6quil'`ibre,

Calculer sa valeur. Conclure.

b­ Quelle reaction se produit spontan6

[CH3Coi] ­

EXERCICE: 2 :

02mo

Ka des couples correspondantes.

la composition est la suivante

]=[HCOO­]=0,lmol.L­)

1) Completer le tableau ci­de§s6qs   :       \\;``i:;{\\```;S\as``\`ess\§\\\;:
\v)

Couple Ej¢rme acide

' F¢rpre ba§Sti\h:a:\"

Ka pKa Kb pKb
1

1,9.109

2
ex

H20 ­1,744

3

Hcl 1'99.106

4

I­
24

5

NH4+ 1'99.10­5

6

HC02­ 5'55.10­9
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2) Deduire une classification des acides par ordre de force oroissante et des bases  par ordre de force

d6croissante.

3) On fart r6agir l'ion iodure avec 1' acide m6thanolque.

a­Ecrire l'6quation de la reaction qui se produit.

b­  Exprimer  la  constante  d'6quilibre  K  en  fonction  des  pKa6  et  pKa4  respectivement  des  couple  6  et  4.

Calculer sa valeur. V6rifier la classification de 2).

4) Quelle reaction se produit spontan6ment dams le systeme dont la composition est la suivante :

[H/] = [HCOO­] = 10­2mol.L­I et [HCOOZ7] = [J­]=10­]mol.L­1.

EXERCICE: 3 :

On cousiddre trois solutious aqueuses (Si), (S2) et (S3) de m6me concentration C obtenus en dissolvant clans

1'eau', respectivement trois acides AiH, A2H et A3H.

Les valeurs de leurs pH sont consignees dams le tableau ci­contre.

1) a­Qu'appelle­t­on un acide fort ? Qu'appelle­t­on un acide faible ?

Qu' appelle­t­on un acide inerte ?
b­ Classer par ordre croissant de leurs forces, les acides  cites ci­dessus.

c­L'un des acides est fort. Indiquer lequel et determiner C.

2)  a­Dresser le tableau descriptif d'avancement volumique de la

l'eau.

b­  Determiner le taux 1'avancement final Tf de la reaction dams la

c­Etablir, en fonction de C et Tf, l'expression de la const

Calculer sa valeur.

3) On dilue 10 fois la solution (Si) pour obtenir une s

V,­|00mL.

a­Determiner C' et le volume d'eau ajout6

b­ On choisissant le mat6riel n6cessaire a p

permettant de pr6parer la solution S' dahs
_      _        .             .                  ­_                 ­                       _                        __             _             .    _`_i­..S\

Mat6riel :  > Fioles jaug6es : 50mL ,100

> Pipettes jaug6es

> Pissett

EXERCICE: 4
I­1) Qu'appelleJ

2) Dresser le table

Dormer les couple

3) a­ Etablir, en fonc

une base

escriptifd'a

e­base mis

de basicit6 Kbi du couple

b­  Sachant clue la constante d'acidit6

ir de 1

aqueu

le­t­on une 'base faible ?

Acide AIH A2H A3H

pH 3.2 5'6 2,7

acide AiH clans

le acide­base consid6r6.

') de concentration C' de volume

decrire brievement le mode op6ratoire

ement volumique de la reaction d'ionisation de l' ammoniac clans l' eau.

jeu clans cette reaction.
ration C et le taux d'avancement final Tf, l'expression de la constante

du couple  consid6r6 vaut Kai=5.10­`°. determiner la concentration C

pourlaquelleTFIC/o.
4) Determiner le pH de la solution aqueuse d' ammoniac 6tudi6e.

11­1) a­Ecrire l'6quation de la reaction qui se produit entre l'ammoniac et l'acide benzo.1.que C6H5C00H.

b­Ecrire les couples acide­base mise en jeu clans cette reaction.

2) Exprimer la constante d'equilibre K en fonction des  constantes d'acidit6s des deux couples mise en jeu.

3) On dome K=|o5.

a­  Calculer la constante pKa2 relative au couple de l'acide benzo.I.que.

b­Comparer les forces des acides des deux couples consid6r6es.

c­ En d6duire une classification d6croissante de leurs bases conjugu6es.

Ondonnepourunebasefaible:pH=±[pKa+pke+Zogc]
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EXERCICE: I :
I­L'extr6mite S d'une corde elastique, tendue horizontalement de longueur L=lrty est attachee a une lane
vibrante horizontale. L'autre extr5mit5 est placee de maniere a 6viter toute r5flexion. A une date I = 0,

l'extrinit6  S, qui etait en position d'equilibre 0 est mise en vibrations verticales et sinusoidales  de froquence

N et d'anplitude a. La position 0 est l'origine du repere des eapaces (O,i ).

Repiesenter le schema du montage.

a­ En lumiere ordinaire, la corde prend l'aspect suivant

Expliquer cette observation.

b­Dans notre cadre d'6tude, en suppose que l'anortissement est hegli
3) a­Definir : > une periode spatiale > one periode temporelle.
b­ Definir : > un ebranlement > one onde.
c­Justifier : l'onde 6tudiee est  une onde m6canique et transvers

d­ Expliquer le falt que la propagation de I 'onde correspond a une
S n de d'€negr non pas un

transport de matiere.

e­ Expliquer la phrase soulignee clans l'enonc6e.

11­ La figure ci­dessous montre deux courbes (1) e one r ente e du mouvement d'u
+

point Mi d'abscisse xi clans le repere (S,i)  et l'autre              l'aspect corde a la date to.
On donne les 6chelles des abscisses : ­ et un c           +10 cm.

y (mm)             gr,®   Courbe (I) (mm) ourbe /2)

to0gf1)Id
I

/

0

A

antSe

/
I

.L­J= llLJ

nti s deer s(1

2) Dedui e ces deun c             : la       .  de te             e T, lafroquence , lalongueur d'onde 1 , l'anplitude

des vi       .ons et la cel5ri rop
3) D6term l'abscisse xi et               t to.

4)  Le mou           tde s debute s ouvement a l'origine des dates t = 0 s.
D6teminer, p             m6thodes, quntions horaires du mouvement de la source S et  celle du mouveme
du point Mi. Co             leurs 6tat ratoires.
5) a­ D6teminer, p le nombre et les abscisses des points qui vibrent en opposition de ph
avec la source S a l'ins

or Repiesenter, sun la Courbe (2), les points d'6longation nulle et se deplapant clans
6) On 6claire la corde avec un stroboscope a froquence Ne variable.

Qu'observe­t­on pour :  Ne =50 Hz. Ne =49 IIz et Ne=5l IIz ?

?at:se:[rf::a.tf:'.2Ss:t|t]g=?:]%S2s¥apheetavecdeuxcouleursdiffirentes,l'aspectdelacordeauxinstantsde
8) a­Repiesenter le diagramme de mouvement d'un point M3 d?abscisse x3=03m.

b­Preciser, par deer m6thodes­,  le seus de deplacement du point M3 a l'instant t'3=3,75.10­2s.

9) Deteminer le nombre et les abscisses des points qui vibrent en quadrature retard de phase par rapport a un

point M4 d'abscisse x4=0,5m.

\(
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E­CICE:2:
Deux groupes d'6leves ctudient la  propagation d'une onde le long de deux cordes diffdentes.

I­ Premier groupe :
Au cours de l'rfude de propagation d'une onde le long de la premiere corde d'exrfemite source Si qui debute

son mouvement a l'instant t=0; a donnde les coutbes (a) ct a) ci­dessous.
1) Nommer chaque coulbe et determiner la double p6riodicite de l'onde 5tudide.

En deduire la cel6rite de propagation de l'onde.

2) a­ Repiesenter, en le justifiant, la sinusoide des temps de la souree SF   `

En deduire son equation horaire du mouvement.

b­Determiner l'equation horaire du mouvement d'Lm point M situt a une distance I de la source.

3) a­ A quel instant minimal thin conespond la coulbe a)) ?

b­D6teminer le nombre et les positions des points qui, a l'instant de date tmin

/

t en quadrature retard de
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