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Signe d’un binome

Signe et factorisation d’un polynome

Signe du binémeax +b ; (a # 0);

Signe de (-a) Signe de (a)

Signe et factorisation du pélynome (X > +bx +C ; (a * 0) R

Impossible a
I'aide
P(x) Signe de a De deux

polynémes

b
P(x)—a[x +ZJ

Signe de
a

Signe I Signe (l) Signe
de a de —a de a

(Supposons que x, < x,)

Si x, et x, sont solutions de I'équation : ax > +bx +c =0 ; x €R et (a ;tO)

— c
Alorsona: x,+x,=— et X, XX, =—
a




Identités remarquables

Domaine de définition d’une fonction numérique

Identités remarquables:

Pout tous réelsa et b
(a+b)* =a’* +2ab +b*
(a=b) =a* —2ab +b*
a’—b*> =(a—b)(a+b)

(a+b)’ =a’ +3a’b +3ab* +b°
(a—b) =a*-3a’h +3ab> -b’
@ —b* = (a—b)(@’+ab+b?)

a’+b’ =(a+b)(@*—ab+b?)

Domaine de définition de certaines fonctions numériques:

f(x)=Px)

P(x)
T D, ={x eR/Q(x)#0}

f@)=\P(x) D, ={x eR/P(x)20}

f )= D, ={x eR/Q(x)> 0}

f)= D, ={x eR/P(x)>0etQ(x) > 0}
Q(x

)= IQ’g Df:{x eR/%ZOetQ(x);tO}

(x




Limites des fonctions (N €N )x > x" et x \/; et leur inverses:

limx" =0

limJx =0

x—0"

Limites des fonctions polyndmiales et des fonctions rationnelles au voisinage de +00 et —0;

La limite d’un polyndome au voisinage de

+00 et —oo est 1a limite de son terme de plus

grand degré

La limite d’une fonction rationnelle au

voisinage de +0 et —c0 est 1a limite du

quotient de ses termes de plus grand degré

Limite des fonctions trigonométriques:

. sinx
lim =1

x>0 x

Limites des fonctions de type : X > /i (X)

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les

[
Ji

he de X ) ou bien au voisinage de 100 ou —00




Limites et ordre:

= limf (x) =1

X=X

limu(x)=1 = lim f (x)=I limu(x)=0

X —=xg
X —oxg

u(x) <f(x) < v(x) () —1| <u (x)}

limv(x)=1

X=X

f(x ) < v(x) } ux)<f (x) }

= lim f (x ) =40

X=X

:}i_{?of (x)=—0 limu(x ) = 4o

X=X

limv(x)=—0

X=X

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a gauche de X' oou bien au voisinage de 00 ou —00

Operations sur les limites:

Limite de la somme de deux fonctions:

l

!’ +00

[+1' +00

Limite du produit de deux fonctions:

l

l!

Limite du quotient de deux fonctions:

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a gauche de X oou bien au voisinage de 00 ou —00




Continuité

La continuité en un point:
Définition :

f continueen x, < limf (x)=f (x,)

La continuité a droite - a gauche - en un point:

f continue a droiteen x, < xl_i)rxnf x)=f(x,)
0

f continue agaucheen x, < lim f (x)=f (x,)

f continueen x, <> f continue a droite et a gaucheen x

La continuité sur un intervalle:

f continue sur un intervalle ouvert ]a;b[, si f est continue en tous points de cet intervalle

f continue sur un intervalle fermé [a;b], si f est continue sur l'intervalle ouvert]a;b[, et continue a

droite en a, et agaucheen b

Operations sur les fonctions continues:

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k un réel quelconque
= Lesfonctions: f +g ; f xg ; k xf sontaussicontinues sur [

1
= Siona (‘v’x el);g(x);t 0 alors les fonctions — et f— sont continues sur [
8 g

Résultats:
Tout polynéme est continu sur R
Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition

La fonctionx > +/x est continue sur R*
Les fonctions X > sinx et x > cosx sont continues sur R

T
La fonction x +> tanx est continue sur son domaine de définition R _{E+k wlk e Z}

La continuité d’'un composé de deux fonctions:

Si f estcontinue sur un intervalle I et g est continue sur unintervalle J tel que f (/) cJ

alors g of est continue sur /

Image d’un intervalle par une fonction continue:

= L’image d’un segment (intervalle fermé) par une fonction continue est un segment

= L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle
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Cas particulier:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /
Le tableau suivant montre la nature de 'intervalle f (1)

imoimrol | Jimsonim of
[ @i ®)] [f (b):f @]
| (@ lim 0] [tim £ 0f @ |
Jiim s o7 | £ @ lim £ 0

Jiim r o0 tim £ o0 Jiim r 60 tim £ o0
[ @; lim 7 0] J1im 7 00 @]
Jtim £ Gos im £ o) Jsim £ s tim o]
Jim £ 00 @] £ @; lim £ 0]
Jtim f o tim £ o) Jtim s tim g o]

Théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.I.

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a;b], alors pour tout réel # compris entre f (a) et

f (b), il existe au moins un réel & dans l'intervalle [a;b] telque: f (@)=L
Résultats:

Si f est une fonction continue sur un intervalle[a;b]et f@xf ®)<0

Alors I'équation f (x ) =0 admet au moins une solution ¢ sur I'intervalle[a;b]

Si f estune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a;b]et f@xf ®b)=<0

Alors I'équation f (x ) =0 possede une et une seule solution & sur I'intervalle[a;b]

Méthode de dichotomie:
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle[a;b]et f@xf b)=<0

Et soit & I'unique solution de I'équation f (x ) =0 sur I'intervalle[a;b]

| we()e [ srem(g)e |

Alors g < g < a+b ot cette encadrement a une Alors ﬂ< o < b et cette encadrement a une
2 2

[P . b-a : a N — . a
capacité qui vaut: — on refait la méme chose capacité qui vaut: °=2 on refait la méme chose

avec l'intervalle [a;ﬂ} pour obtenir une avec I’intervalle[ﬂ.b} pour obtenir une
2 2

meilleure précision de I'encadrement de & meilleure précision de I'encadrement de &

Remargque : et ainsi de suite jusqu'a obtention de la précision d’encadrement demandée




Dérivabilité

Dérivabilité en un point:

. x)—f (x
On dit qu’une fonction f est dérivable en un point x ; sila limite : hmw est finie

X% X =X,

Cette limite est nommée le nombre dérivé de la fonction f en x, et on écrit :f (x )

Equation de 1a tangente a la courbe d’une fonction ~ 1a fonction affine tangente a la courbe

d’une fonction:

Soit f une fonction dérivable en x
e L’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse x, est:
y =) —xo)+f (x,)
La fonction u définie sur R par:u(x)=f"(x,)(x —x,)+f (x,) est la fonction affine
tangente a la courbe de la fonction f au point d’abscisse x ; et c’est une approche de la

fonction f* au voisinage de x,

Dérivabilité a droite - a gauche, en un point:

i £ = )

xoxo' X =X,

On dit que f* est dérivable a droite en x , sila limite : est finie

Cette limite est nommée le nombre dérivé de la fonction f a droite en x , et on écrit :f,/(x )
!

. x)—=f (x

i £ GO~ Gxp)

X=X _x—_xo

On dit que f* est dérivable a gauche en x, sila limite : est finie

Cette limite est nommée le nombre dérivé de la fonction f* a gauche en x, et on écrit :fg' (xg)

On dit qu’une fonction f* est dérivable en un point x , si elle est dérivable a droite et a gauche en x ,

et fd'(xo) ng’(xo)

La dérivabilité et la continuité:

Si une fonction f* est dérivable en x , alors f est continueen x

Tableaux des dérivées de quelques fonctions usuelles:

fx)
k
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Opérations sur les fonctions dérivables:

w+v)=u"+v' | w—v)=u"—v' | keR);(ku) =ku'

W) =uv +uy’ @") =nuu""

1
ul) uv-—uv'
V v?

La dérivée du composé de deux fonctions - la dérivée de la fonction racine carré:

12 !

(v ) =v'xfu’er] () =37

La dérivation et les variations d’une fonction:

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1
Vx el;f '(x)=0(f'(x)>0) <« f estcroissante (strictement croissante) sur I'intervalle I

Vx el;f'(x)=0 < f estconstante sur 'intervalle [

Vx eI;f'(x)SO(f'(x)-<O) =

f est décroissante (strictement décroissante) sur
Iintervalle 1

La dérivation et Pinterprétation géométrique:

Une tangente au point
A(xy:f (x,)) de coefficient

f estdérivableen x,, directeur a

Une tangente horizontale au point

A(xif (x0)

Une demi-tangente a droite du
f est dérivable a droite en point A (x :f (x,))

Xy Une demi-tangente horizontale au
pointA (x3f (x,))

Une demi-tangente verticale a
droite au pointA (x ,;f (x,)) dirigé
f n’est pas dérivable a vers le bas

droiteen x Une demi-tangente verticale a
droite au point A (x o;f (x,)) dirigé
vers le haut

Une demi-tangente a gauche du
f est dérivable a gauche en point A (x,:f (x,))

Xy Une demi-tangente horizontale au
pointA (x 3f (x,))

Une demi-tangente verticale a
gauche au pointA (x ,;f (x,))
f n’est pas dérivable a dirigé vers le haut

gaucheen x Une demi-tangente verticale a
gauche au pointA (x ,;f (x,))
dirigé vers le bas




Axe de symétrie ~ centre de symétrie

Point d’inflexion

Axe de symétrie:

La droite d’équation cartésienne x =a est un axe de symétrie de la courbe (Cf ) si les deux

conditions suivantes sont réalisées :
e (vxeD,):(2a-x)eD,

e (VxeD,):f(2a—x)=f(x)

Cas particulier :si a =0 ;f est une fonction paire

Centre de symétrie:

Le point I(a;b)est un centre de symétrie de la courbe (Cf ) si les deux conditions suivantes sont
réalisées :

e (VxeD,):(2a-x)eD,

e (VxeD,):f(2a—x)+f(x)=2b

Cas particulier: si a=b =0 ;f est une fonction impaire

point d’inflexion:

Le point d’inflexion d’'une courbe est le point en lequel
change la concavité de cette courbe

Si f " s’annule enx,, en changeant de signe,

alors (C, ) admet un point d’inflexion d’abscisse X,

Si f' s'annule en X, sans changer de signe,

alors (C, ) admet un point d’inflexion d’abscisse X,




Les branches infinies

f une fonction et {; sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (0,7,])

lim £ (x) = o0 lim () = @

\4

La droite D: x = a est une asymptote

ala courbe §¢

(verticale)

a la courbe &f

La droite D:y = a est une asymptote
(horizontale)

A\ 4

La courbe ¢
admet une
branche
parabolique de
direction(0,7) au
voisinage de

A

La courbe
admet une
branche
parabolique de
direction(0,]) au
voisinage de

A

La droite D:y = ax est

une direction

asymptotique a la courbe

La droite D:y = ax + b est
une asymptote oblique ala
courbe & au voisinage de

¢r au voisinage de o

Ay =ax +b
est une asymptote a # au voisinage de o

BAC.MOURAJAA
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La fonction réciproque

Propriété:

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /
Alors f admet une fonction réciproque définie sur I'intervalle f (1) vers I'intervalle 1

Résultats:
{f(x)=y @{f‘l(y)=x
x el yefd)
o (vx eI);(f’lof)(x):f’l(f(x))zx
o (VyefM)(ter Nm==£(f'e0)=y

Détermination de 1a formule de la fonction réciproque:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /
Soit x un élément de l'intervalle f (/) et y un élément de l'intervalle /

En utilisant I’équivalence suivante : f ~'(x )=y <>x =f (y) eten cherchant y en fonction de x on

trouve ainsi la formule de f ~'(x ) pourtout x de f (1)

Continuité de la fonction réciproque:

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /
Alors la fonction réciproque f ! est continue et strictement monotone sur I'intervallef (1), de méme
sens de monotonie que f

Dérivabilité de 1a fonction réciproque:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /
Soit x ,un élément de I'intervalle f (1) et y, =f (x,)
Si f estdérivable en x etf "(x,)#0
I 1
£'@y) ¢ )

!
Alors la fonction réciproque f ' est dérivable en Y, etona :(f _1) (o) =

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /
Si f estdérivable sur I'intervalle I et sa fonction dérivée f ' ne s’annule pas sur cet intervalle [

Alors la fonction réciproque f ~'est dérivable sur I'intervalle fa

(Y e L
Etona: (Vx ef (I))’(f ) (x) f '(f‘l(x))

Monotonie de 1a fonction réciproque:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /

. s . -1 . . N . .
La fonction réciproque f ~ est aussi striccement monotone et de méme monotonie que la fonction f

BAC.MOURAJAA




La représentation graphique de la fonction réciproque:

sur un intervalle/

y =x ) du repere.

Soit f une fonction continue et strictement monotone

Les représentations graphiques des fonctions f et f
dans un repére orthonormé sont symétrique par
rapport a la premiéere bissectrice (la droite d’équation :

|

Courbe de la fonction f™'

Y

£

s,

(La premiére bissectrice)

La droite d’équation

b At

Remargques importantes:

La courbe (C,)

Aa;b)e(C,)

Admet une asymptote
verticale d’équation :x =a

Admet une asymptote
horizontale d’équation :
y =b

Admet une asymptote
oblique d’équation :
y =ax +b

Admet une tangente (ou une
demi-tangente) verticale

Admet une tangente (ou une
demi-tangente) horizontale

BAC.MOURAJAA

La courbe (P

A'b;a)e(C, )

Admet une asymptote
horizontale d’équation : y =a

Admet une asymptote
verticale d’équation : x =b

Admet une asymptote oblique
)2 . 1 b
d’équation: y =—x +=
a a
(gu’on détermine a partir de
la relation x =ay +b)

Admet une tangente (ou une
demi-tangente) horizontale

Admet une tangente (ou une
demi-tangente) verticale




La fonction racine d’ordre n { 1a racine 1™ }(n €IN*)

Les puissances radicales

Propriété et définition:

n ou racine n'"" et qui est notée : 4/_

La fonction x > x " définie sur R™ admet une fonction réciproque nommée la fonction racine d’ordre

M:R*—)R*

x

‘v’(x;y)eRi;f/;=yc>x =y"

Cas particuliers:

— 2 . ra
* X =3X (racine carrée)

e Lenombre 3/x s’appelle la racine cube de x

Propriétés:

V(x;y)eR;VneN
e ifx"=x
)

o =ty ox=y

. iy oxry

V(x;y)eIRi;‘v’(m;n)e(N*)2
Q/;Xdy_:«"/xxy
(”x)m=</x_m
{alc =r<fx

Remarque importante (le conjugué):

-y =
A e

Domaine de définition:

La fonction f est définie comme suit :

Son domaine de définition Df est:

fo)y=x

D, = [0; +oo[

f ) =4ulx)

D, ={x eR/x €D et u(x)ZO}

Les limites:

Lim u (x)

X —xg

[>20
400

lim {fu(x)

X=X

W

+00

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou 4 gauche de X ( ou bien au voisinage de +00 ou —00O




La continuité:

La fonction x — &/x est continue sur R

Si u est une fonction positive et continue sur un intervalle I , alors la fonction x = «"/u (x) est

continue sur l'intervalle [

La dérivabilité:

La fonction x Q/}? est dérivable sur I'intervalle ]0; +00[
1

nn’x n-1

Etona: Vx € ]O;+oo[;(4/;)’ =

Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I, alors la fonction

X > #u(x) est dérivable sur l'intervalle 1

Etona: Vx eI;(W), :A
n,"’[u (x )]"_1

Résolution de ’équation x " =a avec (x € R) et (a cR):

n est pair n est impair
a>0 S ={—4/;;4/;}
a=0 S ={0}
a<0 S =0

Les puissances radiculaires d’un réel strictement positif:

Soit r 2 un nombre rationnel non nul telque: p € Z et g e N’
q

Vx € ]0;+o0[5x” —x o =4x” =(3/;)p

Remargques:
o Vx E]O;m[;i/;:x%
e Si f estune fonction numérique a variable réelle x définie comme suit:(r e Q");f (x) = [u (x )]r

Alors son domaine de définitionest: D, = {x eR/xeD, etu(x)> 0} -

) <W)I B ((u (x ))% )’ = %Xu () x[u(x )]i—l

=)

Pourtout x et y de R’ etpourtout r et r’ de Q
X
y

(x r )r' =x rxr'
jr
X r—r

[
y
T=X

r
r
’
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Les suites numériques

La suite arithmétique -~ 1a suite géométrique:

u,,=u,+r (restlaraison) u,,, =qxu, (qestlaraison)

u,=u,+(n—-p)r(p<n) u,=u,xq" " (p<n)

u, +u, qn—P+l_1
U, +..+u, :(n—p +1)><(ij u,+..tu, =u, X(?J

2b =a+c b =axc

La suite majorée ~ 1a suite minorée:

Soit (un )ne] une suite numérique
o (Vnel)u,<M < (u,)

o (Vnel)u,zm < (u,)

L, estmajorée par M

est minorée par m
nel

° (u,, )ne] estbornée < (un )nel majorée et minorée

La monotonie d’une suite numérique:

Soit (un )ne] une suite numérique
o (Vnel)u,, <u,@
o (Vnel)u,, >u,@

. (‘v’n el);u

7 = (un )ne] est décroissante (strictement décroissante)

~u,) & (un )ne] est croissante (strictement croissante)

n+l

u, < (un )nd est constante

n+l =

Remarque:

Soit (u ) une suite numérique dont le premier terme est : u
n Jnel P

o Si (un )nel est décroissante, alors : (‘v’n el);un Sup

e Sj (un )ne[ est croissante, alors : (Vn el);un 2u,




Limite d’une suite:

Limite de la suite (n“ ) avecacQ';

Limite de 1a suite géométrique (q " )avec g <R

Pas de limite

Critéres de convergence:

Toute suite croissante et majorée est une suite convergente
Toute suite décroissante et minorée est une suite convergente

v, <u, <w,

|un—l|£vn
limv, =] = limu, =1 )

X —>+00 X —>+0 hmvn =0
. —>+0
limw =1 '

X —>+00

u, <v,
) = limu, =—o0
11mvn = —00 X —>+00

X —>+00

Suitedetype v, , =f (u,):

Considérons la suite (un )définie par :

{Mn =a
un+1 =f (un)

Avec f une fonction continue sur un intervalle I tel que f (I) I et a unélémentde /

Si (un) converge, alors sa limite [ est la solution de I'équation : f (x ) =x




Les fonctions primitives

Les fonctions primitives d’une fonction continue sur un intervalle:

Définition:

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 1
On dit que F est une fonction primitive de f sur l'intervalle 1
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

e [ estdérivable sur I'intervalle I

o (Vxel)F'(x)=f(x)

Propriétés:

Toute fonction continue sur un intervalle admet une
primitive sur cet intervalle

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle

Si F est une fonction primitive de f sur lI'intervalle I , alors
toutes les fonctions primitives de f sont définies sur
I'intervalle I comme suit :

x> Fx)+k ; keR)

Soit f une fonction numérique qui admet une fonction
primitive sur un intervalle 1

Et soit x ,un élément de et y un réel quelconque de R

Il existe une unique fonction primitive F de f sur
I'intervalle I qui vérifie la condition initiale:

F(Xo):yo

Les primitivesde f +g et kf _:(k G]R)
Propriété:

Soit f et g deux fonctions numériques définies sur un
intervalle I et k un réel
Si F et G sont deux primitives de f et g successivement
sur l'intervalle I alors:
e F +G est une fonction primitive def + g sur
Iintervalle 1

e kF est une fonction primitive de kf sur
I'intervalle [
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Tableau des primitives de quelques fonctions usuelles:

ax +k

lx2+k
2

_—1+k
X

2x +k

r+l

+k
r+1

—cosx +k

sinx +k

tanx +k

1n|x|+k

1
X
e”

e’ +k

u'(x)+v'(x)

Utilisation des formules de dérivée pour la détermination de quelques primitives:

ux)+v(x)+k

au'(x) ;(a€R)

au(x)

u'(x)xv(x)+u(x)xv'(x)

ulx)xv(x)+k

—v'(x)

[voT

1
v(x)

u'(x)xv(x)—u(x)xv'(x)

[veo))

u(x)
v(x)

+k

u'(x)

«/u(x)

2gu(x) +k

W' )x[u)]
r GQ*—{—I})

r+l

—[u(x)] +k
r+1

u,(x)+k

Infu (x )| +k

u(x)
u(x)

u'(x)e

etk

cos(ax +b) ;(a=0)

lsin(ax +b)+k
a

sin(ax +b) ;(a#0)

—lcos(ax +b)+k




L’intégrale

Intégral d’une fonction continue sur un segment:

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] et F une primitive de f sur[a;b]

L'intégral de la fonction f entre a et b est le nombre réel :

[ @iy =[F)] =F®)-F @)

[0 Conte == 'F (xxix

La linéarité:

(keR); [ kf v =k [ f (o [T @)+ geoix =['f o + [ gl

Relation de Chasles:

[[F oy = [ f o + [ 0o

Intégral et comparaison:

Si: Vx e[a;b]onaf(x)ZO Si: Vx e[a;b]onaf(x)Zg(x)
Aors: [ f (x)dx 20 Aors: [ f (x)dx > [ g(r)dx

La valeur moyenne:

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]
1

"f ()
b-a’e

La valeur moyenne de la fonction f sur le intervalle [a;b]est le réel défini par :

Intégration par partie:

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle [a;b]z‘a condition que f et g’ soient continues

sur I'intervalle [a;b]

[ coxgaar =[f yxg ]l = [ [f (x)xg'(x)]dx
Calcul de P’aire algébrique d’un domaine plan:

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O;f;])
L'unité de surface (u.a.): est la surface d’un rectangle
défini par le point O (origine du repére) et les deux

vecteurs i et j

wa.=|i}i]
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Soit f une fonction continue sur un intervalle Soit f et g deux fonctions continues sur un
[a;b] intervalle [a;b]

L'aire algébrique délimitée par la COUFbe(Cf ), L’are algébrique comprise entre la courbe(Cf ),
I'axe des abscisses, et les droites d’équation
X =a et x =b estreprésentée par:

(Jj|f (x )|dx )u a.

Cas particulier:

la courbe (Cg ), et les droites d’équation x =a

et x =b estreprésentée par :

(lef (x) —g(x)|dx )ua.

f positive sur [a;b] (I:f (x )dx )u a.

f négative sur [a;b] (Ij (—f (x ))dx )u a.

e f positive sur

[a:c]

e f négative sur

[c:b]

(ch (o )elx +_Lb (= (x))dx )u a.

(C, ) sesitue au-

dessus de (C,) sur (Ibf (x)—g(x)dx )u a.

[a:]

o (C,) sesitue au-
dessus de (Cg)

sur[acc] ([ cor-et0)as + [ (e6)~7 () Jua

(C, ) sesitue au-
dessous de (C,)

sur [c;b]

Calcul d’un volume:

Le volume du solide engendré par un tour
complet, de la courbe(C, ), autour de I'axe des

abscisses dans un intervalle [a;b] est:

v =|:Jj7r(f (x))zdx}ua.




Les fonctions logarithmiques

La fonction logarithme népérien:
Définition :

sur 'intervalle ]O;+oo[ quis’annuleen 1

" . L,
La fonction logarithme népérien, notée In (oulog, ), est la primitive de la fonctionx > — définie

X

Déductions et propriétés:

Ine =1 |

In1=0

Vx €]0;+00[ et Vy & |0;+00]

Vx e]O;+oo[ et Vy e]O;+oo[
e Inx=lhy<x=y
e Inx>lhy x>y

Inxy =lnx +Iny
Inx" =rlnx ; (r€Q)
1

Vx e]O;+oo[ et Vy eR

e Inx=y <x=e’

In—=-Iny
y

I =Inx —Iny
Y

Si n est pair, alors (Vx GR*);lnx” =n1n|x|

Le Domaine de définition:

f&x)=Inx

Df = ]O; +oo[

f@)=In[ux)]

D,

={x eR/x €D, etu(x)>0}

Les limites:

Limites principales

Déductions

lim u (x ) =+00 = lim In [u (x )] =+o0

X=X

lim u(x)=0" = lim In[u(x)]=—-o

x—)xo

. - Infu(x)]
limu(x)=+0= lim ————==0
X=X XX [u (x )]

limu(x)=0"= lim [u(x)]n ln[u(x)]=0

X—)XO

1
limu(x)=1= tim @]
x> XX, M(X)—l

ln[u(x)+1]_1

Iimu(x)=0= lim
u(x)

X=X X=X,

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a

gauche de X | ou bien au voisinage de +00 ou —00O




La continuité:

La fonction X — Inx est continue sur l'intervalle ]O; +oo[

Si u est strictement positive et continue sur un intervalle [ alors la fonction x — ln[u (x )] est
continue sur l'intervalle |

La dérivabilité:

La fonction X Inxest dérivable

Si u est strictement positive et dérivable sur un
sur I'intervalle ]0;+oo[ etona:

intervalle [ alors la fonction x |—>ln[u(x )] est
ro 1 dérivable sur l'intervalle I etona:
Vx e]O;+oo[ ; (Inx )

X Vx el ; (ln[u(x )])' = u(x)

u(x)
La représentation graphique: signe de In:

La fonction logarithme de base a avec a € R’ —{l}
Définition:

La fonction logarithme de base a est la fonction notée : log,

tel que : Vxe]0;+oo[ ; log, x = Inx

a
Cas particulier: la fonction log , est la fonction logarithme décimal et on la note log
Déductions et propriétés:

Vxe]0;+oo[ et Vy e]O;+oo[ etre@Q

log,1=0 log, xy =log, x +log, y

log,a=1 log, x" =rlog, x

log, (l) =—log, x
X
VX e]O;+oo[ et VreQ

Io al =lo —lo
log,x =r &x =da’ Ba| 3 )T 08K TR

Limites et inéquations:

log,x ~log,y <x >y log, x ~log, y &x <y

lim log, x =+o0 lim log, x =—
X —>+0 X —>+0

lim log, x =—o0 lim log, x =+o0
x—0"

x—0"

Vxe]0;+oo[ ; (1ogax)' = 1
x Ina




Les fonctions exponentielles

La fonction exponentielle népérienne:
Définition :

La fonction exponentielle népérien, notée e (ouexp(x) ), est la fonction réciproque de la fonction

x = 1Inx, et qui est définie sur R

Déductions et propriétés:

VxeR " >0
Ine* =x Vx eRetVyeR

Vx e]o+oo] o™ =x et el =™
Vx eRet Vy eR (ex) =e" ; (reQ)

o e¢'=¢"x=y

o ">l x>y
Vx eR et Vy e]0;+oo[

o ¢'=y<x=Iny

Si n est pair, alors (‘v’x GR*);lnx” =nln|x|

Le Domaine de définition:
fx)=e" D, =R
fx)y=e" D, ={x eR/x €D, }

Les limites:

Limites principales Déductions

limu(x ) =+0 = lim """ = +o0

X=X X=X

limu(x)=—0=> lime“™ =0

X=X X=X

u(x)
limu(x)=+0= lim ——=
x—ox, x—ox, [u (x )]

"' =0

n

lim u (x) =—0 = lim [0 (x)]

X=X

u(x)
imu(x)=0= lim ———=1
x>, x> M()C)

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droiteou a
gauche de X ) ou bien au voisinage de +00 ou —00




La continuité:

La fonction x > e est continue sur l'intervalle R

u(x)

Si u est continue sur un intervalle I alors la fonction x e est continue sur l'intervalle [

La dérivabilité:

La fonction x —>e”* est dérivable Si u est dérivable sur un intervalle [ alors la

“() ast dérivable sur Iintervalle [

sur I'intervalle Retona: fonction x e

Vx eR; (e" )' =e"

etona:

’
vx el ; (e“(")) =u'(x)xe"™

La représentation graphique:

exp(x}

1

La fonction exponentielle de base ¢ avec a € Ri - {1} :

Définition:

La fonction exponentielle de base a, notée : a” , est la réciproque delog,

Déductions et propriétés:

VxeR g =™ VxeRetVyeRetreQ

log, (a")=x a* xa’ =a*"”

Vx €]0;400] 2" =x (a" )r =q"

a' =a"ox =y

VxeR Vy €]0;+o

a =y <x=log,y

Limites et inéquations:

a' -a’ x>y a' -a’ ox <y

lim a® = +o0 lima® =0
X >+ X —>+0

lima® =0 lim a* =+

X —>—0




Les nombres complexes

Définition.

L’ensemble des nombres complexes s’écrit : C = {z =a+ib/(a;b)eR%et i* = —1}

L’écriture algébrique d’un nombre complexe:

Soit z =a+ib un nombre complexe avec : (a;b) € R*

e a+ib est/l'écriture algébrique du nombre complexe z
e Lenombre a estla partie réelle de z , notée : Re(z)

e Lenombre b est la partie imaginaire de z , notée : Im(z)

Cas particulier: e SilIm(z)=0, alorsz estun nombre réel

e Si Re(z)=0, alorsz est un nombre imaginaire pur
Egalité de deux nombres complexes:

Soit z et z' deux nombres complexes
z =z7'<Re(z)=Re(z’) et Im(z)=Im(z")

Représentation graphique d’un nombre complexe:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé |N(CHNN)

Soit 7 =a+ib un nombre complexe avec: (a;b) € R?
On relie le nombre complexe z avec le point M (a;b)

Le nombre z s’appelle I'affixe du point M et le point M
s’appelle I'image du nombre z et on écrit : M (z)

Conjugué d’un nombre complexe:

Soit z =a+ib un nombre complexe avec: (a;b) € R*

Le conjugué du nombre complexe z est le complexe noté
Z avec 7 =a—ib

z xZ =[Re(2)] +[Im(z)]’

Module d’un nombre complexe:

Soit z =a+ib un nombre complexe avec: (a;b) € R*
Le module du nombre complexe z est le nombre réel positif

|Z|avec :|z|=\/z?:«/a2 +h2

Edd

—_ 1 _L I
|Z|_|Z| l_lz,l (Z ¢0)
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L’argument d’un nombre complexe non nul:
Soit z un nombre complexe non nul et M son image
L’argument du nombre complexe z est &1'un des

_
__.__.)

mesures de I'angle orienté (el;OM

On le note: arg(z ) et on écrit: arg(z ) = 9[27[]

La forme trigonométrique et la notation exponentielle d’un nombre complexe non
nul:
Soit z un nombre complexe non nul

Onpose: r = |z| et arg(z) = 0[27r]

e Laforme trigonométrique du complexe z est: z = r(cos@+i sin 6’) = [r,@]

e La notation exponentielle du complexe z est: z = re'’

Cas particulier:
L’écriture trigonométrique (réduite) d’'un nombre réel a non nul

a>0 a<0
az[a,O] a=[—a,7r]

o] o]

arg(zz) = (arg() +arg(2)[27] | [r.0]x[r.0'|=[rxr",0+0'] | re'’xre'” =(rxr)e "
arg(7) = —arg(z)[27] [r.0]=[r,-6]

—arg(z) =(7 +arg(z))[27] —[r.0]=[r.7+6]
arg(z") = narg(z)[27]

ag( £ )= -arg 2]

arg (%j = (arg(z) —arg(z))[27]

o wg(z)=km< z estunréel (k €Z)
o ‘v’keZ;[r,¢9+2k7r]=[r,9]

o arg(z)=%+k7r<:>z est un imaginaire pur (k €Z)

Formule de MOIVRE: Formules d’EULER:

Vn eN VoeR

.. .. i0 —-i0
(cos@+isinf) =cosnf+isinnd e’ +e ) e
cos¢9=T et sind =

Résolution de I’équation 7’ =a (zc C) avee (a €R);

L’équation Ensembles de solutions
§ ={=iasia}
s ={0}

S ={—i«/—_a;ix/§}

LyoJSL_de>lyo 2890
BAC.MOURAJAA.COM




Résolution de I’équation 7 < C ; az > +bz +c =0_avec a eth etc desréelset a+0;

L’équation Ensembles de solutions
A0 Sz{—b—i\/x;—b+i\/x}
2a 2a
ZeC;az22+bz+c=0 A=0 S:{i}
(A=b"—4ac) 2a
20 S:{—b—i —A;—b+i«/—_A}
2a 2a

Notions géométriques:

La notion géométrique La relation complexe

La distance AB AB =|ZB —ZA|
+
I centre du segment [AB] Z, =%
Mesure de I'angle (E,E) (E,ﬁ) =arg 2cTta [27[]
Zp —<a

Zc T2y
A etB et C des points alignés —eR

Zp —Z4

Zp —Z Zp—X
p %4 Zp "¢ .p
ip—24 <p~Z¢

A etB et C etD des points cocycliques

p T%a ZpTZc
ZB_ZA ZD_ZC

eR

ou

\ La relation complexe La notion géométrique
|Z—ZA|:r'-(r>_0) AM:r.
M appartient au cercle de centre A et de rayon r
| | | | AM =AB
LTEAlITIR T M appartient a la médiatrice du segment [AB]
Zc ~Zy 2 . .
—==|r;t— ABC est un triangle rectangle au point A
ZB _ZA 2
Z Z
< 4= [129] ABC est un triangle isocele au point A
Zp ~ 2y
Zc =X T
—€ S|t ABC est un triangle rectangle et isocéle au point A
Zp—2 2
B A
Zc =X T
—€ 4 - {Li—} ABC est un triangle équilatéral
X =7, 3

La représentation complexe de ¢ ul ques transformations usuelles:

La transformation La représentation complexe
La translation : 7 7=z +b ,avec b est I'affixe du vecteur i1’
L’homothétie : /(€2;k) z'—w=k(z—w), avec @ I'affixe du point Q
La rotation : R (€2;0) 7' —w=e'%(z—w), avec o I'affixe du point Q

o * -L.'.J yibi.bj)’iaé 9.0 >
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Les équations différentielles

Deux différentes
solutions réelles

n et r,

y(x)=ae™ + fe"

(0{;,B)G]R2

Une solution
réelle r

y(x)=(ax +p)e"
(:B)eR?

Deux solutions
complexes
conjuguées
n=p-iq

et
r,=p+iq

y (x) =(acos(gx)+ Bsin(gx))e™

(a';ﬂ)e]R2




La géométrie dans I’espace

Dans ce chapitre du cours, I’espace est rapporté a un repére orthonormé

Formule analytique du : produit scalaire-norme d’un vecteur-produit vectoriel:

Soit i (a;b;c) et v'(a’;b';c’) deux vecteurs de &’ (I'espace vectoriel)
uy =aa' +bb'+cc' (Produit scalaire)

||LT|| =a*+b*+c? (norme d’un vecteur)

k (Produit vectoriel)

La distance:

La distance entre deux points A et B est égale a:

AB =“E“:J(XB _xA)2+(yB _yA)2+(ZB _ZA)z

La distance entre un point M et un plan (P) d’équation cartésienne :ax +by +cz +d =0est:

+by,, + +d
e
a +b” +c

La distance entre un point M et une droite A(A;LT) est:d (M ;(A)) =

Equation d’un plan:

(P):ax +by +cz +d =0 < rn(a;b;c) est unvecteur normal au plan (P)

Si A, B et C sont trois points non alignés, alors AB AAC est un vecteur normal au plan
(ABC), et dans ce cas on peut déduire I'équation cartésienne du plan (ABC) a l'aide de

I’équivalence suivante: M e (ABC) & m(fﬁ /\R) =0

Equation d’une sphére:

L’équation d’une sphére (S) de centre Q(a;b;c) et de rayon r c

est: (x —a)’ +(y =b)* +(z —¢)* =r ig____

L'équation d’une sphére (S)dont I'un de ces diamétres est
[AB] peut se déterminer a l'aide de I’équivalence suivante : .

M e(S)<=AM .BM =0 _ﬁ N, 8
BL-= T o\
Remarque: dans ce cas la sphére (S ) est de centre Q2 milieu du "*'“ - . . |
AB N 4
segment [AB] et de rayon r :T T

o * _L.I.J 9J£b i‘*:’ _l)£ aé 9.0 >
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Intersection d’une sphére S (();R) et un plan (P): ax+by+cz+d =0

Soit H la projection orthogonale du centre Q sur le plan (P)
Onpose:d =QH =d (Q;(P))

g
R

Le plan (P) coupe la sphére
(S) selon un cercle (C) de
centre H etde rayon

Le plan (P)esttangentala
sphére (S)

r=+R*-d?

Le plan (P) ne coupe pas la
sphére (S)

Intersection d’une sphére S (();R) et une droite (A):
Soit H la projection orthogonale du centre Q sur la droite (A)
Onpose:d =QH =d (Q;(A))

d <R

@b N_H “ H

i

La droite (A) est tangente a
la sphere (S)

La droite (A) coupe la sphéere
(S) en deux points différents

La droite (A) ne coupe pas la
sphéere (S)




Le dénombrement

Cardinal d’un ensemble:

Définition:

Le cardinal d’'un ensemble fini E est le nombre des éléments de cet ensemble et on le note :CardE

Cas particuliers Card J=0
Propriété:

A et B sont deux ensembles finis
Card (A UB ) =CardA +CardB —Card (A ﬂB)

Accompli d’un ensemble:

Définition :

Soit A une partie d’un ensemble fini E

L'accomplide A par rapport a I'ensemble E est I'ensemble noté A avec :Z:{x eE/x eA}

Remarques:

e A ﬂZ =
e AUA=E
o CardA =CardE —CardA

Le principe fondamental du dénombrement:

. 7 . 7 s . s 7 . . *
Si une opération globale peut se décomposer en p opérations élémentaires successives (p € N ), ces

dernieres pouvant s’effectuer respectivement de n;; n,;...; n, manieres différentes, alors I'opération

globale peut se faire de: n, xn, xn; x...xn, maniéres différentes.

Arrangement avec répétition ~ sans répétition:

Arrangement avec répétition:

Soit 7 et p deux élémentsde N (p <n)

Le nombre d’arrangement avec répétition, de p éléments parmin , est: n”

Arrangement sans répétition:

Soit 7 et p deux élémentsde N (p <n)
Le nombre d’arrangement sans répétition, de p éléments parmin , est:

Al =nx(n—-1x(n-2)x.x(n—p+1)

p—facteurs

Cas particulier:

Tout arrangement sans répétition de n éléments parmi n éléments s’appelle une permutation de n
élémentsetilestégala: A’ =n!=nx(n-1)x(n—-2)x...x2x1

BAC.MOURAJAA




Les combinaisons:

p éléments parmi n

Soit E un ensemble fini contenant »n éléments
Toute partie A de E contenant p éléments ( p <n ), s’appelle une combinaison de

P
n

p!

éléments, et le nombre de ses combinaisons est: C” =

Les nombres n! et A’ etC/:

(neN');

n'l=nx(n-)x(mn-2)x..x2x1
0!=1

cr=C;7

cr+Cr =C;

n+l

Nombre de possibilité d’arrangement de n éléments:

Sion a, n, éléments de type A

, et n,éléments de type B, et n, éléments de type C , parmi n
|

éléments, avec n =n, +n, +n,, alors le nombre de possibilité d’arranger ses éléments est :

n,'n,!n,,

Quelques types de tirage:

On tire p éléments parmi n éléments ( p <n ) et on résume les résultats dans le tableau suivant :

Pas important

important

important




Les probabilités

Terminologie:

Terme de probabilité Son sens

Expérience aléatoire Toute expérience qui admet plus d’un résultat

L’ensemble des événements possibles pour une

Univers des événements .. L
expérience aléatoire

Evénement A A est une partie de l'univers des événements Q

Evénement élémentaire Tout événement contenant un seul élément

Réalisation de I'événement A (B Si A et B sont réalisés simultanément

Réalisation de I'événement A UB Si A et B oul'un des deux est réalisé

L'événement contraire de A C'est I'événement A (A NA=C et AUA = Q)

A et B deux événements incompatibles ANB=J

Stabilité d’un événement - probabilité d’un événement:
Définition:

Soit Q l'univers des événements d’une expérience aléatoire
e Quand la probabilité d’'un événement élémentaire {a)l } se stabilise sur une valeur p, , on dit

que la probabilité de I'événement { } est: p, eton écrit: P ({ }) =p,
La probabilité d’'un événement est la somme des probabilités élémentaires qui le compose.
C'est-a-dire, si A = {a)l;a)z;a)3;...;a) } est un événement de l'univers €2, alors la probabilité

n

de I'événement A est: P(A) = P({ })+P({ })+P({ })+ +P({ })

Propriétés:

Soit Q) I'univers des événements d’une expérience aléatoire

e P(@)=0 et P(Y)=1

e 0<P(A)<I1 pourtout événement A de Q)

e Probabilité de 'union de deux événements:
Pour tous événements A et B de Q)
PAUB)=P(A)+P(B)-P(AB)

> SiP(AUB)=P(A)+P(B),onditque A et B sont incompatibles

Probabilité de I'événement contraire:
Pour tout événement A deQ : P(K) =1-P(A)

Hypothése d’équiprobabilité:
Définition:

Si tous les événements élémentaires, dans une expérience aléatoire dont 'univers des événements
CardA

est Q2 , sont équiprobables, alors la probabilité de tout événement A de Q est:P(A) =
Card Q)

Probabilité conditionnelle -~ indépendance de deux événements:
Définition:

Soit A et B deux événements liés a une méme expérience aléatoire tel que : P(A) =0
La probabilité d’un événement B sachant que [I'événement A est réalisé est:

p5)-rp(4)- 2007

LyglSh_da>lio gdg0
BAC.MOURAJAA.COM




Pour tous événements A et B liés a une méme expérience aléatoire tel que : P (A )xP (B ) #0

Ona:P(AﬂB)=P(A)XP(%):P(B)XP(%)

Définition:

Pour tous événements A et B liés a une méme expérience aléatoire
P (A NB ) =P (A )xP (B ) <> A et B sont deux événements indépendants

Propriété:

Soit Q un univers d’événements d’une expérience aléatoire, et €3 et €}, deux sous-univers de Q

QN =T et QUQ =Q)
Pour tout événement A de Q : P(A)ZP(Q)XP(%)-FP(QZ)XP(%IJ

Loi de probabilité d’une variable aléatoire:

Soit X une variable aléatoire sur Q univers d’événements d’une expérience aléatoire
Pour déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X , on suit les deux étapes suivantes :

e Déterminationde X (Q2) = {x];xz;x3;...;xn} I’ensemble des valeurs que peut prendre X

e Calcul des probabilités p(X =x;) pour tout i de I'ensemble {1;2;3;...;}1}

e d’une variable aléatoire:

Soit X une variable aléatoire dont la loi de

probabilité est représentée dans le tableau a
coté :

Définitions:

L’espérance mathématique de X EX)=x,Xp+X,Xp,+X;Xpy+..4x,Xp, =Zx,. Xp;

La variance de X vIX)=E(X*)-[EX )]z=i . xpl {Zx XD, }

i=1

L’écart type de X o(X) =,/V(X ) =\/ y l. xpl [Zx Xp, }

La loi binomiale:

Soit p la probabilité d’'un événement A dans une expérience aléatoire

On répéte cette épreuve n fois de suite
La variable aléatoire X qui lie chaque résultat au nombre de fois que cet événement se réalise
s’appelle une variable aléatoire binomiale de parametres n et p

Etona: Vk 6{0;1;2;3;...;1’1} ; p(X =k)=C,ic ka x(1-p)"™*
Bt EX)=nxp
Et vIX)=nxpx1-p)

o Lyglsl_declie glos
BAC.MOURAJAA




Calcul trigonométrique (Rappel)

Tableau des valeurs habituelles et le cercle trigonométrique:

Relations entre les Ratios trigonométriques:

cos(x +2k r)=cosx
sin(x + 2k ) =sinx

tan(x +k 7)=tanx

—1<cosx <1
—1<sinx <1

cos’x +sin’x =1

Equations trigonométriques essentielles:

cosx =cosa<=>x =a+2kmwoux =—a+2knr

sinx =sina<>x =—a+2kmxou x =(r—a)+2krx

tanx =tana <x =a+kz ; (k €Z)




Formules d’addition (soustraction):

cos(a—b)=cosaxcosb +sinaxsinb cos(a+b)=cosaxcosb —sinaxsinb

sin(a —b) =sina xcosb —cosa xsinb sin(a +b) =sinaxcosb +cosa xsinb

tana —tanb tana +tanb
tan(@ —b) = — tan(a +b) = —2nartanb
1+tana xtanb 1—tana xtanb

Résultats:

a 2 . 2
En posant : f =tan— =cos a—sm a
=2cos’a—1
=1-2sin’a
_1-tan’a
1+tan’a
. 1—cos2a
sin“g=——
tana = )
Linéarisation 1+ cos2a

2,
sin2a = 2sinaxcosa (Formules de cos a=—"

) CARNOT) . >

ana -

tan2qa = —— tan’a __—cosa
1+cos2a

1—-tan’a
Formules produit-somme: Formules somme-produit (formules de SIMPSON):

cosaxcosh =%[cos(a +b)+cos(a—b)] COS p +cosq = 2cos(? ;—q ycos(2 ;q)

P—4q
7))

sinaxsinb =%[cos(a +b)—cos(a—b)] COS p —Cosq = 2sin(? ;q)sin(

sinaxcosb =%[sin(a +b)+sin(a—b)] sin p +sing = 2sin(Z ;q)cos(p ;q)

cosaxsinb =%[sin(a +b)—sin(a—b)] sin p —sing = 2cos(? ;q)sin(p ;q)

sin(p +q)
COS p XCOS(g

sin(p —q)
COS p X COSq

tan p +tanq =

tan p —tang =

Conversion de la formule acosx +bsinx . (a;b) #(0;0)z
acosx +bsinx  =~a’+b’ [L
\a’ +b’

=+a’ +b* cos(x —a)

B , . b a
Avec o un réel vérifiant : sm(a) =——-— etcos a) =

a’+b*? ( Na® +b?

Cosx +

b ]
————=SI1NX
\/az +b?




