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Profs : EQUIPE ACADEMIQUE MATHEMATIQUES

Nombres Complexes

Historiquement, les nombres complexes prennent
naissance au XVIleme siécle lorsqu'un italien,
Gerolamo Cardano(1501-1576), au nom francisé de
Jérome Cardan, introduisit la racine de -i? pour
résoudre des équations du troisieme degré. En 1572,
un autre italien, Rafaele Bombelli (1526 ; 1573)
publie "Algebra, parte maggiore dell’aritmetica, divisa
in tre libri" dans lequel il présente des nombres de la
forme a + b et poursuit les travaux de Cardansur la
recherche de solutions non réelles pour des équations
du troisieme degré.
A cette époque, on sait manipuler les racines carrées
d’entiers négatifs mais on ne lesconsidere pas comme
des nombres. Lorsqu’une solution d’équation possede
une telle racine, elle est dite imaginaire.La
notation i apparait en 1777 siecle avec Leonhard Euler
(1707 ; 1783) qui développe la théorie des nombres
complexes sans encore les considérer comme de «
vrais » nombres. Il les qualifie de nombres impossibles
ou de nombres imaginaires. Euler établie également
une célebre relation de I'algebre qui lie quatre
nombres fondamentaux e, i, tet0:eim+1=0.Cest
avec Carl Friedrich Gauss (1777 ; 1855) que les

nombres complexes acquierent le statut de nombre a part entiere.

En 1837, William Hamilton (1805 ; 1865) propose de les définir comme couple de nombres réels tels

qu'ils le sont aujourd’hui.
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* a+ib=a'+ib' sietseulementsi a=a" et b=b'.

% oz estréelsietseulementsi Im(z)=0.
e z est imaginaire si et seulement si Re(z)=0.

CRCHORILE

zz =(Re(z))2+(Im(z))? ;

% z-=2z sietseulementsi z est réel.
% z-=-z sietseulement siz est imaginaire.

Soit z=a+ib d'image M

* |z|=+a®+b?
% si|zl=0alors z=0

* ezl -5 =2z )

* [z2=OM; MN=|z, -z,
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Soit z e C, 'argument de z est un réel 6 tel que 0= (G,W)[Zr]

* (ﬁ)sarg(z)[&c] ; arg(%)s—arg(z) [2n];

arg(g) =arg(z) - arg(z')[2n]

%* arg(z)= —arg(z)[2n] ; arg(zz')=arg(z)+arg(z')[2n]
* arg(-z) =n+arg(z)[2n] ; arg(z") =narg(z)[2n]

% Si k >0alors arg(kz) =arg(z)[2x]

% Si k <0 alors arg(kz) = n +arg(z)[2n]

Affixe d’un vecteur :

Aspect trigonométrie :

% pourtout z e C ', ona z=|z|(cos6 +isinb) avec 6 =arg(z)[2n], C'est la forme

trigonométrique de z et |z| € est son écriture exponentielle.

cos O =
* z=a+ib =|z|(cose+isin9) alors

% Si M est l'image de z dans un repére orthonormé direct (O,u,v) alors Me €(0O, |z|) etala

droite [OA) tel que (G,O—A) =9 [2n]
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% Pourtoutréel 0 ; €° =cos0+isind.
*e?=i;e2=-i;¢e"=1; " =-1.

& il0+2km) _ gio : |eie| -1 e — g : _gi® — gilo+m) : e —

Formule de Moivre :

Pour tout réel n € IN, (cos6 + isinB)" = cos(nB) + isin(no)

Formule d’Euler :

2cosf=e"+e™ et 2isinf=e"-e™"

Angles orientés :

% "% _ %(eose +isin0) avec (ﬁ@) =0[2n].

Takiacademy.com
« Jamais Plus Simple »




Nombres complexes et géométrie

— S N zZ- .
* w et w, sontcolinéaires, < det(w w,)=0< — (w, =0)estréel
z

W

— — - . A
% w et w, sontorthogonaux, & w,ew,=0 < — (w, = 0) estimaginaire pur.

¥ Soit ABCD un quadrilatére du plan.
® ABCD est un parallélogramme < Zgg =Zgz < Zg =2, =2~ Zp <
Z,+2g=24+2,
® ABCD estunrectangle < Zz5 =25 et AC=BD < 25 —2Z, =2Z; —Zpet

|ZC _ZA| =|ZD _ZB|

7 =7 _ Zp—Zp|_T
® ABCD estunrectangle < Zg -2, =2Z;-Z; et arg — =3 [n]
B A

® ABCD estunlosange < Z;5=2Z5: et AB=AD < Zg—Z, =Z; - Zpet

|ZB _ZA| =|ZD _ZA|

Cy —7 _ Zy—Zg |_T
® ABCD estunlosange < Zg—2Z, =Z;—Zyet arg el [n]
C A

® ABCD estuncarré < ABCD est a la fois un rectangle et un losange.

Zp-25 . .
S Zy-2Zy=2;-Zpet 2—2=i OU —i,

c ~Za
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0=0+2kn . (6+6")=cos6 cosd'—sin6 sind'

¥ cos0=cos0'< ;
{e =-0'+2kn (6—6")=cos6 cosb'+sin6 sind'

sin(0+0") =sin® cosO'+sin6 coso'

=0'+2k
OTURAT . kemO: {° | |
sin(6—0")=sin6 cosb'—sind coso'

¥ sino=sin' = ;
O0=n—-0"+2kn

* tg0=190'<0=0"+kn ; (ke ZL

% sin(20)=2 sin® - coso

¥ cos(20) =cos20—sin20 =2c0s20 —1=1-2sin20
= 1+c0s(20) =2c0s?0 et 1-cos(20)=2sin%0

0 o i(%el) i
*c"+e" =¢ e

* (uv)=

—~ |0 [2x], uet v sontcolinéaires de méme sens.
n [2n] , u et v sont colinéaires de sens contraires.
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Ensemble des points M :

Etant donnés deux points distincts A et B et un réel 0.

% L'ensemble des points M tels que |MA = MB|est : la médiatrice de segment[AB|.

% L’ensemble des points M tels que |[MA =r IR’ |est : le cercle de centre A et de rayon r.

% L’ensemble des points M tels que MA et MB sont colinéaires est : la droite (AB)
% L’ensemble des points M tels que MA et MB sont orthogonaux est : le cercle de diamétre
[AB].

% L'ensemble des points M tels que (m) = 0[n]

si 6=0[r],[la droite (AB) privée des points A et B

si eﬁo[n],le cercle I' passant par A et B et tangante en A a la droite AT
telle que (AT,AB) = 0[], privé des points A et B.

% L’ensemble des points M tels que (WT,\WB) =0[2n]

si 0=0[2x],|la droite (AB) privée du segment [AB]

si 0 =n[2n],/le segment [AB] privée des points A et B.

si 8£0[2n] et si 0£n[2n],un arc de cercle ', d'extrémités A et B privée des points A et B
situé dans le demi-plan de frontiére (AB) et ne contenant pas la demi-droite [At) définie par:

(AT,AB) = 6[2n] ouT, cercle passant par A et B et tangante en A a la droite AT

telle que (A:T,\ﬁ) =6[2n]
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Racine nieme d’un nombre complexe :

% Soit u=Re"” :R>0 etne IN*.

On appelle racines nieme de z, les nombres complexes solutions de I'équation z" = u.

( 0+2kn

L’ensemble de solutionde z" =u est S = {Q/ﬁ eI

n )/ ke{0,1,...(n—1)}}.

% Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,6,3) , les points d’affixes les solutions de
Féquation z" = u sont les sommets d’un polygone régulier a n cotes et inscrit dans le cercle de
centre O et de rayon YR .

% Tout nombre complexe non nul admet n racines nieme.

% Les racines de 'équation z" = 1 sont appelées racines nieme de l'unité.

% L’équation z = u admet, dans C deux solutions opposées :
z, = \/H cosg+ isin9 etz, = —\/ﬂ cosg+ isin9 Ces solutions sont appelés racines
2 2 2 2

carrées du nombre complexe u

% Les racines carrées de u = a + bi (ou les solutions de I’équation z? = u) sont de la forme

X2 +y? =+a’ +b’
z=x+iy telque: {x*-y*=a
2xy =b
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Equation du second degré :

% L’équation az? + bz + ¢ =0 (a, b et ¢ sont trois complexes tel que a=0) admet dansC deux

. ., —b+8 . —b-8 . .
solutions : z'= 5 et z"= 5 avec o est une racine carrée du nombre complexe
a a

A=Db?-4ac
% Soit L'équation az2 + bz + ¢ = 0 (a, b et ¢ sont trois complexes tel que a=0)

Si z' et 2" sont les solutions de cette équation alors :
2 ’ ” ’ ” b [ ” Y
az‘+bz+c=a(z-z')(z-z") ; Z'+2'=— et 2'.2"=—
a a

% Soit L'’équation az? + bz + ¢ =0 (a, b et ¢ sont trois nombres réels tel que a=0) et A =b? -
4ac.

e Si A> 0, I'équation admet dans IR deux solutions distinctes :

Z|=_b-"-\/Z et Zn:_b_\/Z
2a 2a

e Si A =0, I'équation admet dans IR une solution double : z'=2z"= —2%

e Si A <0, 'équation admet dans C deux solutions conjuguées :
b +iy|A -b-i|A
z‘:—Jr\/H et z":—\/H
2a 2a

% Soit L'’équation az? + bz + ¢ =0 (a, b et ¢ sont trois complexes tel que a=0)

eSia+b +c =0, 'équation admet deux solutions : z'=1 et z" =g

eSia—b +c =0, I'équation admet deux solutions : z'=-1 et z"= —g
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Equation de degré supérieure a deux :

% Soit (E) une équation du 3m® degré ayant une racine zo alors (E) s'écrit sous la forme :
(z —z0) (az2 + bz +c) = 0 ou a, b et ¢ sont trois nombres réels tel que a=0.

% Une équation de degré n supérieur a 3 nécessite un changement de variable ou la donnée de n-2
racines apparentes.

Nombres complexes et transformations du plan :

Translation
Soit v un vecteur du pland’affixebe C. ¢ :P—> P,M(z)> M'(z)

MM'=v <7 -7 =be 7 =z+b.
Propriéteé :

(F: C > C,z—z'=z+Db) estla transformation complexe associée a la translation de
vecteur \7, ol v estle vecteur d’affixe b.

Homothétie
Soit h(o k) une homothétie de centre Q et de rapport k
ha: M(2) > M '(z) < QM '=kQM < 7/ -20=K(z-20) &7 =kz + (1-K) zo
Propriéteé :
Pour tout réel k € IR*\{1} et pour tout complexe b, I'application :

f:P—>PM(z)> M'(z")/z'=kz+best’homothétie de rapport k et de centre Q(Lj

Rotation
Soit R(q, ¢) la rotation de centre Q et d’angle 6.
R e: M(2) > M'(z) <

|z'—zQ| _q

_,—,' _ - O _ "

(QM;0M7) = 0]27] arg(z_zgj—ﬁ[%] arg(z ig
e

QM =OM' |2 20| =]z~ 2]

o 7'-z, :eia(z_zg) PN Z'=eiaz+(1—eia)zg
Propriéteé :
Pour tout (a,b) € C*x C telqueja|=1eta=1

L’application f: P — P,M(z) > M '(z')/ z' = az + b estla rotation de centre Q (lij et
—a

d’angle 6 = arg(a) [27].
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»Le mode CMPLX

CMPLX comme « complexes » est le mode dans lequel il faut mettre la calculatrice pour réaliser des calcul

MODE SETUP
© €
contenant des nombres complexes. Il s'obtient en pressant successivement la touche et la touche

» Forme algébrique

Exemple: (1 +2i)2=-3 +4i

T & bEe
| A2

Appuyez sur ces touches : ﬂ

SHIFT | oDk SETiR

» Forme Trigonomeétrique : .. ) =

SHIFT  wooe serup |piATy

Spécifier I'unité d’angle par défaut en radians : Qe o

Exemple: -1+ i= \/E (COS(%T“)HSin(sTn))

e

sy _—
Appuyez sur ces touches : w (1) (+)
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