Dans le plan complexe P rapporté a un repéere orthonormé direct (O; ﬂ,;) \
AV

Propriétés : Soit M un point d'affixe z=a+ib, a,beR &\
a=Re(z)=21% b=1Im(z)= % Z %ﬁ(z)z +1Im(z)’
z=0Rez)=Imz)=0 ||4=0c2=0 %\Yﬁ 2 1z
éZz‘Z‘ ,2272 , Z
AN :
zeRoImiz)=0=z=z |zciRoRez)=02=-2 @%gABz‘ZB—ZA‘
- \ \Z - - -
/-\ff(ABj —7,-2, I=A*Be 7z, = % gég\%)« Aff(a(E)+ bv) = aAff(u)+
) bAff{v
arg(z) = (G,W[Zn]) ,zeC' | aeR,: 22=ae z=+a ou (KB»IFD)E arg(ZD -7 J[z
aeR_: 22=ao z:i\/H ' Zg —Zp

z+7'=z+7 7z' =27 z" =(z)

@:i,(z;to) (Zln]:(zl)n,(z;to) (Zzlj:z',(z';to) y
R~

‘ y
Propriétés : Pour tous nombres complexes z et z' et tou@ﬁ ona:
A n

zZ z 77 = \2\2

=g x
1

=—,(z#0)||z+2 z

%
Forme cartésien — Forme trigonom@gxig

AN
a=rcosO, b=rsin6

<l +

Forme trigonométriques
z =r(cos 6 +isin@),r >0

Forme cartésien
z=a+ib

r=|g=+a2+b?, cose:%, sinezg

Pour tous nombres coRy e)es z et z' non nuls d'écriture trigonométriques :

z=1r,0]=r(cos 0 +i et z'=[r', 6] =r'(cos 6'+isin @)

z=[r-0] |t n+0]|kz=1kr,0} k>0 |kz=[kr,n+0] k<0
pY

1 Z r
ZZ'=[I‘F',9+9'R§ F |:r_e:| |:|:|re_ei| z”:[r“,ne],nez
} . .
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e e ’

Formule de Moivre

Pour tout réel ¢ et tout entier n, on a : (cos @ +isin @)’ = cos ng +isin
Formule d’Euler

el® 4 g7@ . e'? —e®
coswzf et sm(pz?
i

Racines niémes

Soit a un nombre complexe non nul et ne N* tel que a=

1 (0+2kn
L'équation z" =a admet dans C, n solutions distinctes%%ﬁg par z, = rﬁel[ 5 j,
ke 01,..,n—1} %
Conséquences : % :
Les points images des racines niemes de I'unité sg@%es sommets d’'un polygone régulier inscrit
dans le cercle trigonométrique.

Théoréeme

Soit a un nombre complexe non nul d'arg

solutions opposées :

z; = \a\ cos24+isin?] et z,= - NS L +isin?
2 2 .7 2

2
Q
Ces solutions sont appelées racin% r‘ées du nombre complexe a .

Théoréme %
L'équation az2 + bz + c = Oggk, et complexes et a non nul) admet deux solutions dans C :

_-b+o - BRo

z, = et z, = ou A=b2-4ac et o estuneracine carrée de A
2a
5 b C
azz+bz+c=a(z- 2,) |2, +2, =—— | 742, = —
AN a
A X

X2_y2=a

A retenir: Soit 22=a+ib ,a,beR,avec z=x+iy alorson a {x2+y2=+/a2+b2
2xy =b
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Soit a,,a,,...,a, des nombres complexes tels que a, #0, n>2.

Soit P(z) =a,z" +a, ;2" ' +...+a,z+a,.

avec by,by,...,b,_,complexes.
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EXERCICE N°1
a+ib a-ib
i X % . = —_— = —
Soit (a,b) e R*xR*, On pose : z, = 2-b et z, a5
Montrer que z, +z,est réel et que z -z, est imaginaire pur.
EXERCICE N°2

Soit a , b et ¢ trois nombres complexes de modules sont égaux a 1 et tel que: :

1 1 1
1.Calculer — + — + —
a b c

EXERCICE N°3
Dans le plan complexe P rapporté a un repere orthonormé direct (O,

z+1 R N
SoitZ=L_avecz=x+iy ou X,YeR gék

1°) Déterminer I'ensemble des points M , images de z , tels que

2°)En déduire I'ensemble des points M , images de z , tels q

4°)Déterminer I'ensemble des points M , images de z , Z soit un réel.

3°)Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z en, foN¢tion de x et y .
5°) Déterminer I'ensemble des points M , images de z @.@ Z soit |mag|na|re pur.

6°) Déterminer I'ensemble des points M , images dg%% S que arg =5 Zn]

EXERCICE N°4
1°)Résoudre dans C I'équation : (E): z° =1.(Q
positive.)

2°) Ecrire les racines de (E) sous formes tnm

‘te par j la racine de partie imaginaire

3°)Calculer j2 et 1 +j + j2.

4°)Montrer que : (a+b +c)a+ bj + cj2)( bi2) = a% + b® + ¢ - 3abc.
( avec a, b et c des nombres complexe )
5°)On considére les points A, B, C d "Uu ‘respectifsa, betc.

Montrer que les relations :

suffisantes pour que le trlan BC soit équilatérale .
EXERCICE N°5

points A(3) , B(-3) et M(z) tels que : () : — =2

MA
b)z-5)=16.
des points M.

Soit dans le plan compl

1°)Montrer que ()

2°)En déduire I'en %
EXERCICE N°6 -
Soit z un nombr %

z,z,et zy les racines de I'équation P(z)=0
1°)Montrer que a=—(z1 +2z +z3) ,b=z2 +z,z,+z,z etc=-z22

2 172 273 371 17273
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) lexe. Soit P(z) = z> + az2+bz+c ol a, b et c des nombres complexes.
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z,gx xyz =1
yeées .
JApplication 1 : Résoudre dans C* : {xy +yz+zx =1

X+y+z=1

3°)Applications 2 : &
Déterminer les nombres complexes de modules inférieurs a 1 et vérifiant les égalitgd™\* ™
Xyz=X+y+z=1. \

EXERCICE N°7

Soit : z=1++3 +i(y3 -1)
1°)Soit z'= (1+i)z . Ecrire z' sous la forme cartésienne puis sous la forme ri&b&ométrique
2°)En déduire z sous leurs formes trigonométriques. % '

T i
— et cos —

o - .
3°)En deduire alors la valeurs de sin F F

EXERCICE N°8

Soit 6 € ]— T, n[.

1°)Ecrire z sous forme trigonométrique puis exponentielle .
sin6+icos @

37 1+cos 6+ i

lorsque N

N\
]

z, =sin@+icos6 , z, =1+cosO+isin6 , z
2°) Déterminer |'ensemble des points Mi(zi )i
EXERCICE N°9

e{1,2,3}

EXERCICE N°10
On donne le nombre complexe z = —/2 + V2 i % 2
1°) Exprimer z2 sous forme algébrique

2°) Exprimer z2 sous forme exponentielle. %

3°) En déduire z sous forme exponentielle.
EXERCICE N°12

Soit o, Be R. Montrer que : e'* + e =

gt _aib _ 9j Sin(aT_B]e{a;Bj

EXERCICE N°13 (
Soit a et b deux nombres réels)

"2
Z+2 , .

Stme exponentielle de z et Z', que T') est un reel positif ou nul.
\') = arg(z) +arg(z)[2n] .

SHhages de z et ' dans le plan muni d'un repére orthonormé direct de
centre O et N le pojnt\gRgue OMNM' soit un parallélogramme. Interpréter géométriquement
I'égalité précédent&& ide de ces points

—~

EXERCICE N°14
Résoudre dans

1°)z2 - 2zcos ¢ +

d=0, 9eR ;2°)(z-1)° =(z-1)° +1 :
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ou aeR.

\/§_| ! 1-iz) 1-ia

8L +i) 40) {1+in4 _l+ia

EXERCICE N°15
On considére I'équation (E) : z3 + (2 - 2i)22 + (5 - 4i)z-10i = 0.
1°)Montrer que (E) admet un solution imaginaire pure.

2°)Résoudre alors (E) dans C.
EXERCICE N°16

Résoudre dans C I'équation : z3 + (2 - 3i)z®> — (7 +i)z+17i—2 = 0, sachant qu’elI@p;

réelle.
EXERCICE N°17

On considére I'équation (E) :z* - 22> —22-2z+1=0.

1°)Vérifier que (E) est équivalente au systéme :

2°)En déduire la résolution de (E)dans C.
EXERCICE N°18

Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormal direct (O ) d’unité graphique 1 cm.
On considere la suite de points M, du plan daffixes respective® nulles z, définies par :

1+i/3

zo = 8 et pour tout entier natureln:z_ . = 7 2 \\
+ |f

1°) calculer le module et un argument du nhombre com

2°) Calculer zy, z,, z5 et vérifier que z; est réel. %@
Placer dans le plan P les points My, M;, M, et Ms. % )

3°) Montrer que le triangle OMM,,; est rectang comparer les longueurs OM,,; et M;Mp,1.
EXERCICE N°19 M

Soit ¢ e { 2}et E (P) I'équation : 72 —

1°)Montrer que I’équation (E(p)

solution z, . ’ ,
2°)Soit M; et M, les points d'affixes re@ |fs z;etz,.

T
‘M, lorsque ¢ décrit I'intervalle {O, —}
2

(b) Montrer que2M,M 6s -1,
(c) Pour quelle valeur d a dlstance entre M; et M, est maximale.

(a) Déterminer le rég

, teI que OAB soit isocele .

EXERCICE N°20 ~
Dans le plan comp %muni d’un repére orthonormal direct (O, U, V), on considére le
quadrilatere ABC que: (AB, AD)=o [2x], (CD, CB)=B [2n],0<a<mnn, 0<B<m.

On construit les jles équilatéraux DCP, DAQ, BAM et BCN tels que : (DC, DP) = g [2 7],
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(DA, DQ) =3 [2], (BA, BM) =3 [27] et (BC, BN) =3 [27]
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Maths
Abicc et d les affixes respectives des points A, B, C et D, m, n, p et q les affixes respectives

baidis M, N, P et Q.
1°) Démontrer les relations suivantes :m =€ ® (a—b)+b, n=¢€" (c—b)+ b, p? (c

—-d) +d, .

q=¢" (a-d)+d.
2)° En utilisant les relations précédentes :
a) Démontrer que MNPQ est un parallélogramme.

b) Démontrer que I'on a :(AC, QP) = g [2 n], AC = QP et (NP, BD) =§ [
8 Y
3°) Démontrer que MNPQ est un carré si, et seulement si, les diagonales [%C] et [BD] du

quadrilatére ABCD vérifient AC = BD et (AC, BD) = g +kn olkest % tier relatif.

EXERCICE N°21 %
z et 7' sont deux nombres complexes donnés non nuls. % -
Montrer que |z + z'| = |z| + |z'| si, et seulement si, arg z = arg g%z k m avec k dans Z.

EXERCICE N°22
Soit un triangle ABC, on note O le centre de son cercle circong
Dans un repére orthonormal de centre O, on note a, b et c |
Soit H le point d'affixe h =a + b + c.

1°) Démontrer que |a| = |b] = |c]. \N@}
2°) a) Soit w = bc —bc . Calculer w + W .En déduire%: fést un imaginaire pur.

. s L b+c L
b) Démontrer, a l'aide du a), que les nombres (b gﬁ% - c) et b_c sont des imaginaires purs.

D

s des points A, B et C.

3°) a) Exprimer en fonction de a, b et c les aff “‘i
b) En utilisant les résultats précédents, démogt
ABC.

¢) Expliquer, sans calculs supplémentaires
\%

EXERCICE N°23
Soit f I'application qui, a tout nombre
. L2
Z’=f(2) =i+ =5
On note T I'application du plan cgf
par :
M’ = T(M), M et M’ étant les

2°) a) Calculer : arg[(Z’ @ (2 + )]
b) Que peut-on en déd oS pour les points A, M et M’ ?

3°) a) Exprimer I'affixe M“ = (ToT)(M) en fonction de I'affixe z de M.
b) Que peut-on dire T 7
4°) On appelle (J) kensémble des points du plan invariants par T.

a) Démontrer qu§ ‘pzartient a (J) si et seulement si AM = 2

X9

b) Caractériser & triquement (J). ‘
5°) Dans cette question, on suppose que z =1 +i + €, ol 6 est un nombre réel ; on notera B le
point d'affixe 1 + i.
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O [\ aths
dLx .. . . L. T
\ é&elle est la courbe (T") décrite par le point M, d'affixe z, lorsque 6 décrit }— ;5 ?

0
b) Montrerque :z'—i=1+ tan[i] avec z' = f(z).

N[ a

c) A quelle courbe (L) appartient le point M’ d'affixe z’ ? AZ
d) En déduire T(T'), image de (T') par T. Construire (T') et T (') dans un repérg ON:

EXERCICE N°24

Dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (O, G,V).
-1

On considére les applications : f:C—{~i}>C-{i} ; z> f(z) = K%j

et F:p-{B}—> p-{B}; Mz)~ F(M)=M'(z'=f(z)) ol B est le point d'a

—1+i
+i

2°)(a) Vérifierque Vze C\{-i},Z' +i=

BMxBM'= 2

(b)En déduire que ¥ Me P\{B}, 6 )+ 6 357) = 2 o

3°)Déterminer les images par F de la droite (D) : y=x —1pet :” ‘cercle (C ) de centre B et de rayon

1. ,
EXERCICE N°25 M

Pour tout nombre complexe z on pose : f(z)=z> + 2BN§ 2 + 4(1 - i\/§)z +8i
1°)Montrer que Iéquation f(z)=0 posséde une rag
2°)Résoudre alors I'équation f(z)=0. ‘

On notera z, et z, les deux autres racines, telf

Tife imaginaire pure z, que I'on déterminera.

0
4°)Le plan complexe est rapporté a un
A tout nombre complexe z non nul o
w’z.
Montrer que OMMlM2 est un losap

EXERCICE N°26 = <))
Le plan complexe g étant ra -\3 un repere orthonormé direct, on considére I'application :

sip—p, Mz)»M(@Z) t%que Z=Q2+iz+1-3i.

1°)Vérifier que A(0,-1) es %ﬁique point invariant par s.
2°)Montrer que s est bi'et expliciter son application réciproque notée s.
3°)Prouver que pour tg Ae go—{A}, dimage M' parsona: AM= J5AM.,
4°)Montrer que pouroints deux & deux distincts M, (z, ), M, (z,) et M, (z,) dimages

respectivesM, '(z Q@?

lz,') et M,'(z,') parsona: (W WM?))E (—M Mlelz .

12! 12!
50)Déterminer I'ef&8mble des points M(z)du plan tels que : Arg(z')= 0[2x].
6°) Déterminer I'ensemble des points M(z)du plan tels que : (z')3 =1 .(utiliser 2)
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7 BB P
=1 et B #1. Montrer que 5+ e 6:—2
1+ 1+B° 1+PB

EXERCICE N°28
On considere un cercle de centre O et trois points A, B et C de ce cercle. On deS|gne @ B'etC
les images respectives des points A, B et C par la rotation de centre O et d angle 3

Soient U, V, W les milieux respectifs des segments [A'B], [B'C] et [C'A]. Démontied)
sont les sommets d’un triangle équilatéral.

EXERCICE N°29

1°)(a)Pour ae R, résoudre dans C I'équation z2-2cos(o)z+1=0

est un entier naturel non nul.

(b)En déduire la forme trigonométrique des solutions de I'équation : @%s(a)z +1=0o0Un

2°)Soit P, (2) = z" —2cos(a)z" +1 %‘g
; A ) cos[a + 2(;] 1)nj 1]

, .sin2£a +2(n - 1)nJ _ sinjg(i/ 2)

(a) )Justifier la factorisation suivante de P

2
P (2)= [22 -2 cos(:j + 1}[22 -2 cos(u +n i

(b) CalculerP_(1). En déduire que sinz[;J sin?

2n

3°)Pour tout «appartenant a [0, x|, et pour tout egé% naturel n>2 on pose :

H (oc) = sm[Zn} sm(OC ernz
sin(o./ 2)

J -1y
(a) Montrer que, pour tout a non n 1 277°H (o) = sinfo./2n)
(b) Quelle est la limite de H_(c) |

(c) En déduire que, pour tout ey ‘r.turel n supérieur ou égal a 2 on a:
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