Noths | Diehe de caune & Waths

ié’\

porees Semilitudes du plan

On va travailler dans le plan muni d’'un repére orthonormé direct (O i€, ez) .
HOMOTHETIE

Définition
Soit Q un point du pIan et k un reeI non nuI L'homothétie de centreQ et de rapg

Cas particuliers et premieres propriétés
oSi k=1, hy,, =id.Si k=1, Q est le seul point fixe de h,., .

oSik = -1, h,, =S, . Les symétries centrales sont aussi les homothétjg§
ehy,., est une bijection ; la bijection réciproque est hg,., -
Si A et B sont deux points, et A" et B’ leurs images par hg. s 0
d'oli par différence : AB’=kAB et donc A'B’ = |k |AB.
eUne homothétie de rapport k multiplie donc les distances pa ’»
Ztes seL)lles homothéties qui sont des isométries sont I’iden ;
=-1). A

cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un
*Plus précisément, en conservant les notations précédel :
o limage du segment [AB] est le segment [AB&t A" =|k |AB .

‘B YQui est paralléle & (AB).

Ecriture complexe des homothétie @%}2}
L'homothétie h,,,, de centre Q et de rapppek est la transformation qui, a tout point M d'affixe z

La transformation d'écriture comfe
o lidentitésia=1etb=0 ;
e une translation si a =1 etexY
¢ une homothétie de rap»

Composée d’'une hom A ‘ tie et d'une translation
Soit f une homothétie dga)

La transformation go: Y
& (b, +b,).

2" =(kz+by)+ bzxo
gof est donc unw thétie de rapport k.

"C|e a tout point M d'affixe z le point M” d‘affixe

Composée d’ uanslation et d’'une homothétie
Soit f une translation d'écriture complexe z'=z +b, et g une homothétie de rapport k (¢ 1)

d'écriture complexe ' =kz+b, aths
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Maths
B transformation gof associe, a tout point M d'affixe z le point M” d'affixe

r

(zésb,) +b, =kz+ kb, +b,).
gof est donc une homothétie de rapport k.

Composée de deux homothéties ,
Soient f et g deux homothéties d'écritures complexes respectives z' =k,z+b, et z _%’2 , la

transformation gof associe, a tout point M d’affixe z le point M” d‘affixe
2" =K, (k;z+b;) +b, =k;k,z+ (k,b, +b,).

Cest une transformation dont 'expression complexe est de la forme z” = Kz + BaX
Si K=k;k, =1, gof est une translation.

Sinon gof est une homothetle de rappon K=kk,.

montrer que Ies centres def, g, gof etfog sont alignés.
SIMILITUDES DIRECTES AN
On dit qu'une similitude est direct si elle est la composée d'une homgy| /
e Soit A, B, Cet D des points tels que A#B et C#D: R =
I existe un unique similitudes directes f tel que f(A)=C et f(B )§§% ‘

AR
Forme réduite

Cas particuliers et propriétés
.On a rQ;ocOhQ;k = hQ;korQ;oc'

jevtectes particulieres.

On considére également les translations comme étagtiRles , similitudes directes particulieres. Bien
QftSpport mais sont définies par leur vecteur.
des similitudes directes.

Avec o= 0, on retrouve les homothéties de rg Yt positif comme similitudes directes particuliéres.

Avec o =7, on retrouve les homothéties .,- \; ot négatif.
Ainsi tous Ies homothéties sont considérés(k ype des similitudes directes.

Les propriétés des similitudes dlrec N

eUne similitude directe de rappor tlplie les distances par k et les aires par k?.
respectlvement un segment, une demi-droite, une droite, un

cercle en un segment, une de ' A e, une droite, un cercle.

Plus précisément, avec les ngfatio s habituelles :

o Iimage du segmeniy[AB| est le segment [A'B’] et AB’=KAB .
' \AB) est la droite (A'B’).
e |image du cercléNRS centre A et de rayon r est le cercle de centre A’et de rayon kr.

AN

Ecriture complexe ges similitudes directes
La similitude dir% e centre2, d'angle o. et de rapport k est la transformation qui, a tout

point M d'affixe z point M d'affixe z’ = ke (z-z,) +z,,.
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sformation d'écriture complexe z’=az + b, ol a est un complexe non nul et b un complexe
ycees
lidentité sia=1et Q ;
e unetranslationsia=1etb=0 ;
e une similitude directe de rapport \ a \ et d'angle arg(a) si a=1.

(K'TEV aths

SIMILITUDES INDIRECTES
«On dit qu'une similitude est indirect si elle est la composée d'une homothétie et
antidéplacement

oSoit A, B, C et D des points tels que A=B et C#D:

I existe un unique similitude indirecte S tel que S(A)=C et S(B)=D

Forme réduite
Soit Q un point du plan, D une droite et k un réel strictement positif. L
centreQ, d'axe D et de rapport k, est la composée Syoh,,. . '

Cas particuliers et propriétés %@

eOna Syoh,., =h,..0S
Pour k =1, on retrouve les symétries axiales comme similitudeséﬁredes particuliéres.

D=Mep/ QS(M)=kaM|

.SOS :hQ,kz

oSi U est un vecteur directeur de D, alors (ﬁ,QS(M))s —(G,

un cercle en un segment, une demi-droite, une droite
Plus précisément, avec les notations habituelles :
. Ilmage du segment [AB] est le segment [A

elLes similitudes indirectes conservent le eIisme, la perpendicularité, les milieux, les

Ecrlture complexe des S|m|I|tudes i Q attes
et de rapport k est la transformation qui, a tout

i N " i - - AY o)
point M d'affixe z le point M" d afﬁxe 7 m'ze(z— Z,)+2z,0u 6 deésigne une mesure de l'angle

le s v).

(@

est :
e lidentité sia=1-etb

e Symétrie axiale ou je gllssante si a[=1
L ab+b .
e Similitude |nd|rec apport k =|a| et de centreQ d'affixe z, = T S ja =1

La transformation d ecrltureégﬁﬁéﬁe 7 =az+ b, ol a est un complexe non nul et b un complexe

_ ‘a‘z
N
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EXERCICE N°1

Dans le plan orienté, ABI est un triangle équilatéral tel que (ﬁ,ﬁ)z

[21t] .

wl|3a

Soit Q le symétrique de B par rapport a (AL).
1°)Soit R la rotation d'angle g qui transforme A en 1.

a) Montrer que Q est le centre de cette rotation.

b) Soit C =R(B). Montrer que I=A*C.
2°)A tout point M de [AB] distinct de A et de B, on associe le point M' d %&el que AM =IM",
Montrer que le triangle QMM' est équilatérale. AAN
3°)Soit G le centre de gravité du triangle QMM' et S la similitude dire antre Q qui
transforment M en G. %

a) Préciser le rapport et I'angle de cette similitude.

b) Montrer que S(B) = I et construire le point A' = S(A).

c) Montrer que les points I, G et A' sont alignés. §

EXERCICE N°2
Soit (O, i, ]) un repere orthonormé du plan. A et B deux p n% cordonnées respectives (1 1) et
02)

1°)Soit g 'application définie par g = ts© r[B nj

a) Déterminer g(B) et g(O) ‘
b) Déterminer le nature et les éléments cargdlvistique de g
2°)Soit S I'application définie par S =go h[ )

a) Déterminer S(A), puis déterminer Ia,

b) Soit OIAJ un carré de centre K ; d (B) ; puis construire Iimage du carré OIAJ par
S.
EXERCICE N°3
Dans le plan orienté on considere e équilatéral ABC tel que (AB AC)— = [2x]. Soit H le
milieu de [BC], I le milieu de [AC la médiatrice de [BC]. On désigne par S la similitude

Soit M un point quelconque di, &R
1°)Déterminer I'angle et le rgpp
2°)Construire le point J antgas
3°)Soit le point N I'image, d@Npoint M par la symétrie orthogonale d'axe A .

EXERCICE N°4 —
On considere , da orlenté, un triangle ABC rectangle en A tel que AC = 2AB et

(AC, 4B )= 2 on
On désigne par rojeté orthogonale de A sur (BC), I = Siue)(F) et 1=S,)(F)

1°) a) Montrer que : (BI) L (AI) et (CJ) L (AJ).
b) Caractériser I'application : Sy o Sug) €t €n déduire que A = I*].

Ther !‘.‘.J yibi” _l)£ aé’ﬂ ' Tk
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\aths
P)$oit:Scla similitude direct qui transforme B en A et A en C.
)-Beterminer le rapport et I'angle de S.
yb) Montrer que F est le centre de S.

c) Montrer que : S(I)=1J. En déduire que CJ = IJ.
3°)Soit ¢ la similitude indirect qui transforme I en F et F en J.

a) Déterminer le rapport de ¢
b) Déterminer @ le centre de o. Montrer que QJ = 401

¢) Soit E le point défini par QF = 20QI.
Montrer que I'axe (A) de o est la médiatrice de [EF]

EXERCICE N°5 Q
Dans le plan orienté, on considére un triangle rectangle ABC tel que (ﬁ,%;%[zﬂ et AB= 2AC.

Soit D et D' deux droites paralléles passant respectivement par B et C g}

cotes du triangle ABC. {

Soit A la droite passant par A et perpendiculaire a D et D'.

La droite A coupe les droites D et D' respectivement en I et J.

1°)Soit S la similitude direct qui transforme A en B et C en A. é%
a) Déterminer l'angle et le rapport de S.
b) Soit Q le centre de S. Montrer que Q est le projeté ortl{dgoya

2°) a) Déterminer S(D') et S(A).

b)En déduire S(J) K
c)Montrer que le cercle de diamétre [1]] passe par Q& \
EXERCICE N°6 (Bac.M 2008p).

Le plan est orienté dans le sens direct.
et

R\eontenant aucun des

]

le de A sur (BC).

Dans I'annexe ci-jointe ( Figure 2), OAB est un trian angle isocéle tel que OA = OB et
— —\

OA,0B|=—=[2x|. *

(o, o8) > 2] X

On désigne par I le milieu du segment [AB] et@% et D les symétriques respectifs du point I par

rapport a O et a B.

Soit f la similitude directe qui envoie A sur % ur C.

0O

1°)Montrer que f est rapport 2 et d'angle \@
QO

2°)a)Montrer que O est 'orthocentre d ,‘_cyirle ACD.

b)Soit J le projeté orthogonal du poingRs0r (AC).

Déterminer les images des droites (3J) &t (AJ) par f et en déduire que J est le centre de la
similitude f . %

3°)Soit g la similitude indirecte -:’
a)Vérifier que g est de rapport &e
b)Déterminer les images de .=,
4°)Soit T’ = f(I) et ¥ = g(&;i%:
a)Déterminer les images 'points J et I’par gof'.

b)Montrer que les droi@ ¥, (I'Y) et (CD) sont concourantes.

EXERCICE N°7 r

Soit un triangle | isocéle tel que (ﬁa,?c)z g [27] & tout point M de la droite (AB) on
a droite (AC) tel que M et n soient dans un méme demi-plan ouvert de bord

N Nfre I, qui envoie A sur D.
laxe (IC). En déduire g(0).
par gof'. En déduire la nature de gof'.

associe le point Y

(BC) et BM = CN.\§,

1°)Montrer qu'il existe une unique rotation r telle que pour tout point M de (AB) on a r(M) = N

et r(B) = C. )
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Maths

ra pért 2 On considere l'application f=hoSyor

a) Déterminer f(B) et f(I). “

b) Démontrer que f est une similitude indirect dont on précisera I'axe, le centre etNET;

c) Soit M' I'image de M par f . Quel est I'ensemble des points M' lorsque M decr )

(AB)\{A} et le construire. 3

d) Soit H=M*N. Déterminer I'ensemble des points H lorsque M décrit la droitg

EXERCICE N°8

Soit D une droite et O et M deux points symétriques par rapport a D et M' un g& B distinct de O et
de M. On désigne par s la similitude indirect de rapport k #1 et de centre O e 'yant M sur M.
Soit ¢ un cercle de centre Q passant par O et M et {'=s() . o

1°)Construire le centre Q' de ('. %Q
2°)En déduire la construction de ('. % )
EXERCICE N°9 X

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O,},}). Soit f
lui-méme qui a tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe

Donner dans chacun des cas suivants, le nature de f et preaser

a) z'_ﬂz+1+2|

2
b) Z=-2z+1+2i
) Z=(+iz+1+2i

d) Z=Q1+iz+1+2i

EXERCICE N°10 o® ‘
Soit s la similitude directe du plan de rapport /2.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la répo ;

1°)s a pour écriture complexe : z'= (

2°)L'image par s de la droite D d'équatiQi

EXERCICE N°11 N
Dans le plan 0r|ente une unlte RNshoisie, on considére un rectangle ABCD tels que AB = V2,

AD = 1; (AB,AD|est un anglg 4@
Faire une figure que I'on corg‘é%te

/
Partie A

a au fur et a mesure.

*. e orthonormal direct (A ;u, Vv ) avec U —LAB et v=AD.

V2

Soit S une similitude '?\.?wf ev qui, au point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’ telle que z’
az + b, aetb étakt d8s nombres complexes avec a # 0.
1°) Déterminer | nbres a et b pour que S(D) = Cet S(C) =B

Le plan est rapporté a

2°) Soit T la si : directe qui, au point M d‘affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que :
Z'= —gz + g +1.Déterminer le rapport et I'angle de T.
3°) Montrer que la similitude T transforme B en 1. -
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aths

Soit (E) I'ensemble des points M du plan tels que MD* - MB? = 1.
1°) Vérifier que les points C et I appartiennent a (E). z
2°) a) Démontrer que pour tout point M du plan MD? — MB? = 2MJBD ol J est un pgigyae
précisera. \

b) Déterminer I'ensemble (E).

¢) En déduire une autre justification de l'orthogonalité des droites (BD) et (CI).

EXERCICE N°12 .
Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O ;u, Vv ). On prendra peur

1 cm. S
On consideére I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M

d'affixe 7' telle que :z' = - (\/g +i)z-1+i(1+ \/5).

hité graphique

'z, associe le point M’

rapport et I'angle.

J_ 3.

2°) Soit My le point d'affixe zg = — + Z|

Calculer QM, et donner une mesure de I'angle (u; oM, 0) -

3°) On considére la suite de points (M,)n s o définie pour, t&%; tier naturel n par M, ;1 = f (M,).

On note z, I'affixe du point M,.

a) Placer les points Q, My, My, M,, M5 et M,. %‘\

b) Montrer par récurrence, pour tout entier natur

¢) Pour tout entier naturel n, calculer QM, puis
QM, > 10% -

4°)

a)

b)

.7nm
B, l'égalité :z,—i=2"e © (z—1i)
terminer le plus petit entier naturel n tel que

On considere | équation (E) : 7x - 12y (~ X et y sont des entiers relatifs. Aprés avoir vérifié

SRoudee (E).

Yaifixe z telle que Im(z) = 1 et Re(z) > 0. Caractériser

an ) Is n tels que M, appartienne a la demi-droite d’origine
,'3 plus petit élément.

<)

¢ A tout point M d’affixe Q? associe le point M’ d'affixe : z'= — 12+ 7+ %

¢ S, est la similitude dj de centre O, de rapport 2 et d'angle .

. . , , X'=-Xx+y-1
yassocie le point M de coordonnees : { . Y

+ A tout point M(x ;
y'=-X-y+2

[N

Déterminer la na% les éléments caractéristiques des transformations :
g

f=slo%vq =5,08S3.
EXERCICE N°14

Le plan complexe P est muni d’un repere orthonormal direct (O ;u, Vv ) d’unité graphique 5¢cm.
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Maths
B, & désignent les points d'affixes respectives 1 - i, i et -1. On note g l'application qui a tout
MEda plan, d'affixe z associe le point g(M) d‘affixe :z'= I_H%
1°) a) Déterminer g(B).
b) On note I le milieu de [BC], prouver que les points O, A, I sont alignés, et placer |
B, C, I sur une figure.

2°) a) Prouver que g est une similitude directe dont on déterminera le centre
I'angle.
b) Prouver que les points A, B, Q sont alignés.

3°) a) Déterminer la mesure de I'angle (ﬁé,ﬁi). Montrer que l'image de la dvoit r"(OB) par g est la
droite (OI). S
b) Soit O’ I'image de O par g. Montrer que la droite (OQ") est I'image pagg
¢) En déduire que les points I, O, O’, A sont alignés. >

4°) Montrer que les points I et Q appartiennent au cercle de diami%%[ T
EXERCICE N°15 : Théoréme de Ptolémée é%
Dans le plan orienté, on considére quatre points distincts A, B
trigonométrique sur un méme cercle.

1°) Soit S la similitude plane directe de centre
du point B.

a) Montrer que (CTB,D_E)E (H:, EIZTC]
b)Montrer que E est sur la droite (BD).

le segment [BD].
¢. Montrer que AD xBC =DExAC .

2°)a)Montrer que (E,E)E (ﬁ,/?
b) Soit S” la similitude directe d “
par cette similitude. ' )

¢) Prouver que AB x CD = AC xS}

Jutt démontrer la relation : ACxBD = ABx CD + ADxBC.
Remarque : Cette relation J‘.\ connue sous le nom de théoréme de Ptolémée. Ptolémée était un
mathématicien et astrongg >
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