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Profs : EQUIPE ACADEMIQUE MATHEMATIQUES

Coniques

Sur la figure suivante, @ représente une parabole, @ un cercle et
une ellipse et @ une hyperbole :

w

Cette approche, qui a donné leur nom aux « coniques », en allemand «
Kegelschnitt », en anglais « conic section », est cependant un peu difficile
a mettre en oeuvre quand on veut obtenir des propriétés plus précises de
ces figures puisqu'’il faut travailler dans I’espace !
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RESUME DU COURS

1. 0.0.0.0.9.9.8.¢ ¢

1°) La parabole

Définition
Etant donnés une droite D et un point F n’appartenant
pasaD,

On appelle parabole de foyer F et de directrice D
I'ensemble des points M du plan tels que MF = MH ou H

= p,(M) ou bien MF = d(M, D).

On note Pr,p)={M € P / MF =d(M, D)}.
Vocabulaire

P une parabole de foyer F et de directrice D.La
perpendiculaire D menée de F est appelée axe focald(F,
D) est appelée paramétre de P .

Théoreme
Toute parabole admet comme axe de symétrie son axe focal.

Toute parabole rencontre son axe focal en un point unique S
appelé sommet de la parabole

Le sommet de P(r, p) est le milieu de [FK] ou

K= p,(F).
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Equation réduite d’'une parabole

Théoreme

P une parabole de sommet S, de foyer F, de paramétre p et de directrice D.

On munit le plan a un repére orthonormé (S,_i., ;) ol i= SLFS_F'

La parabole P a pour équation y? = 2px, D : x= —g et

Inversement

Dans un repere orthonormé (0,7, _j) du plan, I'ensemble

des points M(x, y) tels que y* = 2px (p > 0) estla

parabole de foyer F (%,Oj, de directriceD: x = —g ,de

parametre p et de sommet O.
y? = 2px est 'équation réduite de P.

Deuxiéme forme
R= (Q,_z:, _j) est un repere orthonormé du plan

Une courbe (I') ayant pour équation dans R : (x* = 2ky ; k € IR*) est une parabole, son foyer est le

point F (O,gj et sa directrice estla droite D: y = —E

2
Le point Q est le sommet de cette parabole, la droite (Q, _j) est son axe

Le réel positif p = | k| est son parametre.

Tangente a une parabole

Théoreme

(S,_i., E)est un repére orthonormé du plan.

P est une parabole d’équation y* = 2kx ; k € IR*
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P admet en chacun de ses points M, (xo, yo) une tangente (T) ayant pour équation cartésienne dans le

méme repére : yy, =k(x+x,)

En particulier : P admet en son sommet S une tangente dont I'équation cartésienne dans le méme

repere est celle de la droite (S, _j), elle est donc paralléle a la directrice D de P.

Deuxiéme forme

Sila parabole P a pour équation cartésienne dans (S,_tr, ;) : (x* = 2ky ; k € IR*) alors la tangente (T) a P
en un point M, (x,, y,) de P a pour équation cartésienne dans le méme repére : xx, =k(y+y,).

En particulier :

La tangente a P en son sommet S a pour équation (y = 0), c’est la droite (S,_z:) parallele a la directrice

2°) L’hvperbole
Définition

Etant donnés une droite D, un point F n’appartenant pas a D
etunréele>1.

On appelle hyperbole de foyer F, de directrice D et

d’excentricité e, 'ensemble des points M du plan tels que

% =e¢, ou H est le projeté orthogonal de M sur D.

MF
Onnote HEpe)= <M eP/—=e,ouH=p (M) ?}.
(F,D,e) { WH po( )}

e La perpendiculaire a D passant par F est appelée axe focal de I'hyperbole.

e L'axe focal de H est un axe de symétrie pour H.
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¢ H rencontre son axe focal en deux points S et S’ appelés sommets de H et ils sont les barycentres

respectifs des points (F, 1) ; (K, e) et (F, 1) ; (K, - €) ou K= p,(F)

Equation réduite d’'une hyperbole

Théoréme

Soit H une hyperbole de foyer F, de directrice D, d’excentricité e et de sommets S et S'.

‘s - - 1 — . T
On désigne par O le milieu de [SS'], on pose i = EOF et on considere un vecteur unitaire j directeur

deD

- — 2 2
Si S(a, 0) et F(c, 0) dans le repere (O,i, j) alors I'hyperbole H a pour équation x_2 —% =1, avec
a

b? = ¢? - a? Inversement : L’ensemble des points M(x, y) dans un repére orthonormé (0,_1", }) du plan

2 2 2
tels que : x_2 —% =1(a>0etb>0) estune hyperbole de foyer F(c, 0), de directrice D : x = a_’
a C

d’excentricité

e= < etde sommets S(a, 0) et S'(-a, 0) avec c = Va2 +b2?.
a

Deuxiéme forme

x2 2 . ,
La courbe H: ——2+% =1 dans un repére orthonormé
a

(0,_1", 3) du plan est une hyperbole de centre O, de foyer F(O0,

. . b ., oy
c), de directrice D : y=—, d’excentricité e = % et de
C

sommets S(0, b) et S'(0, -b) avec c = Va2 +b2.

Remarque

e Toute hyperbole admet un centre de symétrie, qui est le milieu de ses sommets (c’est une conique a
centre)
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e Toute hyperbole admet deux axes de symétrie qui sont
I'axe focal et 'axe paralléle a la directrice passant par le
centre appelé axe transverse.

e L’existence d'un centre de symétrie implique I'existence
d’une deuxiéme directrice D’ et d'un autre foyer F’
symétriques respectifs de D et F.

On dit que F est le foyer associé a la directrice D et F ' est le

foyer associé a la directrice D'.
Tangentes et asymptotes a une hyperbole

Théoreme

2 2
®» SoitH: x_2 —% =1dans un plan muni d’un repere
a

orthonormé (0,_1'-, ;)

, . b b A R
H admet deux asymptotes d’équations y =—x et y=——x dans le méme repere
a a

Mo _ Yo

La tangente a H en un point M, (x,, y,)a pour équation .
a

=1dans le méme repere.

2 2 N
»SiH: _x_z +y—2 =1 dans un plan muni d'un repere orthonormé (O,i, j)
a

y . b b A .
H admet deux asymptotes d’équations y =—x et y=——x dans le méme repere
a a

XX, A N
—20 + &2" =1dans le méme repere.
a

La tangente a H en un point M, (xO, yo) a pour équation —
Remarque

® Sia=b alors H est dite équilatére, ses asymptotes sont perpendiculaires et son excentricité e = V2.
® Latangente au sommet d'une hyperbole est paralléle aux directrices.

Equation d’'une hyperbole rapportée a ses asymptotes

Théoréme :
Toute hyperbole rapportée a ses asymptotes a pour équation XY = k ot k est un réel non nul.

3°)_L’ellipse
Définition

Etant donnés une droite D, un point F n’appartenant pasa D etunréel 0 <e < 1.
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On appelle ellipse de foyer F, de directrice D et d’excentricité e, 'ensemble des points M du plan tels

que % =e¢,ou H est le projeté orthogonal de M sur

D.

MF
Onnote EEpe={MecP/—=e,o0H=p-(M)+.
(F,D,e) { VH Py ( )}

e La perpendiculaire a D passant par F est appelée
axe focal de I'ellipse.

e L'axe focal de E est un axe de symétrie pour E .

o E rencontre son axe focal en deux points S et S’
appelés sommets principaux de E et ils sont les
barycentres respectifs des points

(F,1); (K ) et (F, 1); (K, - €) ou K = pj(F)
Equation réduite d’'une ellipse

Théoréme

Soit E une ellipse de foyer F, de directrice D, d’excentricité e et de sommets principaux S et S'.

L. . S B . S,
On désigne par O le milieu de [SS'], on pose i = O_FOF et on considere un vecteur unitaire j directeur

deD

Si S(a, 0) et F(c, 0) dans le repere (0,;, }) alors I'ellipse E a pour

. . X2 y?
équation —+-—=1, avec
az b?

b2 =a? - c2

Inversement : L’ensemble des points M(x, y) dans un repere
- — 2 2

orthonormé (0, i j) du plan tels que * + Y 1

a? b?

2
(a> b>0) estune ellipse de foyer F(c, 0), de directrice D : x = a—, d’excentricité e = < et de sommets
¢ a

principaux S(a, 0) et S'(-a, 0) avec ¢ = Va2 —b2.
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Deuxiéme forme

2 2 - —
La courbe E: x_2 +y_2 =1 dans un repére orthonormé (O, i, j) du
a

plan avec 0 < a < b est une ellipse de centre O, de foyer F(0, c), de

. . b e c
directrice D : y=—, d’excentricité e = Z et de sommets
c

principaux S(0, b) et $'(0, -b) avec c = \/b2—a?.

Remarque

¢ Toute ellipse admet un centre de symétrie, qui est le milieu de
ses sommets principaux (c’est une conique a centre)
¢ Toute ellipse admet deux axes de symétrie qui sont I’axe focal
et I'axe parallele a la directrice passant par le centre.

¢ Ce deuxieme axe coupe 'ellipse en deux points appelés sommets secondaires.
e L’existence d’'un centre de symétrie implique I'existence d’'une deuxiéme directrice D’ et d’'un autre
foyer F’ symétriques respectifs de D et F.

On dit que F est le foyer associé a la directrice D et F ' est le foyer associé a la directrice D’.
Tangentes a une ellipse

Théoreme

2 2 - —
SoitE: x_2 +% =1dans un plan muni d'un repéere orthonormé (O, i j) a>0etb>0
a
N . 4 Lo X W
La tangente a E en un point M (xo, yo) a pour eéquation —
a

=1dans le méme repére.
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