Divisibilité dans Z
Soit a un entier et d un entier non nul.

Notation : da < 3qeZ/ a=dq.
oSi da alors —dja

Soit a , b deux entiers non nuls et c un entier.
oSi ab et bja alors a=boua=-b.

oSi a\b et b\c alors a\c

*Si ab et alc alors axb +yc pour touts X,y e Z @
Quotient et reste % /)
Soit a et b deux entiers avec b non nul. -

On appelle quotient de a par b I'entier q défini de la maniére suivdite

eq est le plus grand entier inférieur ou égale a % sib >0

oq est le plus petit entier supérieur ou égale a % sib <0

eOn appelle reste de a par b I'entier r = a — bq N

F(a,r)e ZxN/a=bg+r et 0<r<]b M

eLe reste de tout entier n dans la division euclidienn@%n entier non nul b est un élément de
I'ensemble {0,1,2,...,\b\ - 1} o

b
h

§

v

Congruence modulo n
Définition et notation:
Soit n un entier naturel non nul et a et b deu
*)On dit que a est congru a b modulo n ( oy

de n. On note alors a = b(modn)ou a=blpl' \\)
*)Pour tout entier a, il existe un unique @

reste’ modulonde a . )
Propriétés )

Soient a et b deux entiers relatifs na et ne N*
a=bn] e na-b \

a=bln] o a=rfn] et b=rfn]

a=aln]

Si a = bln]alors b = aln] ék '
Si a=bln] et b=c|n] anr%'s cln]

Si a=bn] et c=dn] a +c=b+dn], ac=bdn], ha=haln] (he z) et a* =b*[n] ke N*)
Petit théoréeme de ke
Soit p un nombre pr

Exemple : Montr%
Ona:13estu ‘ dre premier alors 13‘n13 —n et dautre partona: 13n
13‘(n13 —(n® -n) ’

alors 13)n

et a un entier naturel alors : p‘ap -a

) Si 13‘n13 alors 13)n.

13 alors
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Maths

©f b deux entiers relatifs non nuls.
lLe plus grand entier qui divise a la fois a et b s'appelle le plus grand commun diviseur ou PGCD
deaetb.Onlenote anb.

daet db

Formellement : d = a A bsi et seulement si
vke D, ND,, k\d

2°)La plus petit entier strictement positif qui est a la fois multiple de a er b s'app @ﬁ )
commun multiple ou PPCM de a et b. On le note av b )

Formellement : m = a v bsi et seulement si a‘m et b\m
Vne M, NM,, mhn %Q
3°)Deux entiers relatifs non nul a et b sont premiers entre eux lorsque Ie%@CD est égale a 1.
Propriétés @ )
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. N/
« aab>0 - avb=[8]b
. a/\bz‘a‘/\‘b‘ . (a/\ Q\/b)=‘ab‘
. Sibla alors anb=|b| . S avb=g
. Si bne divise pas a et si r est le reste ,‘
. P itkeZ* : kavkb=k|lavb
modulobdeaalors anb=bar. c v H(v )
« aanb=baa © A8 *~bva .
. Pourtout ke Z* : kaakb=|k/(a~b) N bve)=lavb)ve, cez
« anlbac)=(@ab)ac,cez* ":

Théoreme (\
Soit a et b deux entiers non nuls. Alors il existézunique couple d’entiers (a',4') tel que

a=(aab)a' ,b=(asbp'et anb'=1 f

Lemme de Gausse @

c

c| LK

oY

Soit a, b et c trois entiers non nuls. Si alors a\c
Théoréme AN
N Q ‘ anb=1
Soit a et b deux entiers non nuls% 1 entier. Si a\n alors ab\n
o9, bjn

Théoréme (inverse modu \% :
Soit a et b deux entiers nat ' nonnulstelsque b>2 et anb=1.
Alors il existe un unique e ®&r non nul u e {0.1,...,b—1}tel que au=1b].
On dit que u est invers odulo b.

Identité de Bézout 5 '

Soit a et b deux entiegQRBA nuls
*Naab=1siets t si, il existe deux entiers u et v tels que au+bv =1

*)Soit d=anab, a existe deux entiers u et v tels que au+bv =d

Equations de fhe : ax+ by = c.

Soit, a, b et c trogtierset d=a Ab.

L'équation ax +by* c admet des solutions dans Zx Z, si et seulement si d divise c.

Ther !‘.‘.J yibi” _l)£ aé’ﬂ ' Tk
BAC.MOURAJAA.COM

=2
]
-~
=3
(7]
Q
=
X
3
(o]
o
(]
(7]
~
1)
(=g
o
[}
Q
c
0
Q
=7
=
*
*
*
=
~
-~
-E
~
~
3
Q
(=4
=3
({’
Q
2.
M
3
E-.
S
[=]
Q
a
(0]
[=]
3
~
*
*
*
=2
]
-+
-
(7]
Q
o
x
3
0
[ D
[¢]
(7]
~
L]
(=g
o
[¢D
Q
<
0
Q
e
=
*
*
*
=
(= 4
~
'E
~
~
3
Q
(=4
=3
@
)
[
=
3
E'-
S
(]
(=]
[
0
=]
3
~




1°)Quel est le reste de la division par 7 du nombre 32+

2°) Quel est le reste de la division par 5 du nombre 24

3°) Déterminer le chiffre des unités de I'écriture décimale de I'entier 777 .

7

4°) Déterminer le chiffre des dizaines de I'écriture décimale de I'entier 4

EXERCICE N°2

p et g sont des entiers naturels.
1°) Démontrez que 2P —1 est divisible par 2P —1et par 29 -1. -
2°) Déduisez en que pour que 2" —1 soit premier, il faut que n s

3°)Prouvez a l'aide d’un contre exemple que la condition « n

pour que 2" —1soit premier.

EXERCICE N°3

Montrez que pour tout couple d'entier relatifs (x , y) , &

aussi divisibles par 7.

EXERCICE N°4 .

n2 = 0[8Joun2 = 4|

n2=1[8] ( sin=1[2]

EXERCICE N°5 ‘

1°) Quel est le reste de la division euclidjgnne de 3'° +1par 10 ?

Soit ne Z. Montrer que : {

/

€rs naturels x tels que 10 divise x© + 1.

3°) Déterminer I'ensemble dﬁ\]ﬁn

On se propose de déterp ous les couples d'entiers naturels (x,y) € N x N, solutions de

I'équation :
(E):2" -3 =1 ,
1°) Soit ke N. &; '

a) Quel est le re e la division euclidienne de 9% par 8 ?

b) Déterminer les restes de la division euclidienne de 32 + 1 par 8, puis de 32%*1
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aths
elf.6x, Y)e N x N, un couple solution de I'équation (E). Montrer, a l'aide de 1°) que x< 2.

2 ) 1501
“30

“§€duire tous les couples (x,y) € N x N, solutions de I'équation (E).

EXERCICE N°7|

EXERCICE N°8 )
Montrer que pour tout n de N : (3 + \/g)n + (3 - \/§)n est divisible par 2". S
Montrer que pour tout n de N* : %@' "

1°)5 divise 22! +32n+1 %
2°)9 divise 4" -1-3n
Montrer que pour tout n de N :

5 divise 1" +2" + 3" + 4" si et seulement si équivaut 3 ivise pas n.

EXERCICE N°11 5
1°) On considere I'équation (E) : 17x — 6y = 2, @et y sont des entiers.

a) Résoudre dans Z* I'équation 17x = 6y.

b) Déterminer une solution particuliere de ¢

de I’équation (E).
&

d) Montrer que le PGCD des couples s hs de (E) est 1 ou 2.
Zj Yolutions de (E) dont le PGCD est 2.

f) Déterminer le couple (Xo; Yo) fe‘::en Qh de (E) tel que X AYy = 2 et 100 < Yo S 150

c) En déduire tous les couples de Z* sol

e) Déterminer les couples (x ; y) dg

2°) Une bande de 17 pirates s@mparé d’un butin composé de pieces d'or d’égale valeur. Iis

décident de se le partageridbuitablement et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-Ci

recevrait alors 3 pieces. I\% leur bateau fait naufrage et seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier

sont sauvés : le partag'

-\“ "piéces d’or du butin, x le nombre de pieces de chaque pirate avant le

fre de pieces d'or de chaque pirate aprés le naufrage. Exprimer N en

grait alors 5 pieces d’or au cuisinier.

c) En utilisant les résultats de la question 1°c), déterminer la fortune minimale que peut espérer
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le cuisinier quand il décide d’empoisonner le reste des pirates avec du civet de ra
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Maths
lkdans Zx Z I'équation (E) : 2x — 8y = 5.

r

AEXERCICE N°12

1°) On considére I'équation (1) d'inconnue (n, m) élément de Z? : 11n —24m = 1.

a) Justifier, que cette équation admet au moins une solution.
b) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliere de 1'¢¢

c) Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation (1). ’

2°) a) Justifier que 10P —1 divise 10°* -1, k,pe N .

peut écrire : (10''" —1) — 10(10**™ -1) =9
c)En déduire I'existence de deux entiers N et M tels que :(10™ —1)
d) Montrer que tout diviseur commun a 10** —1 et 10** -1 divise%@

e) Déduire des questions précédentes le PGCD de 10%* -1 et 1 1.

EXERCICE N°13 : (BAC 2008.P
1°)Soit dans Zx Z I'équation (E) : 2x — 8y = 5.

Montrer que les solutions de (E) sont les couples (x, y)tels

n=23x+2
2°) a)Soit n, x et y trois entiers tels que .
n=8y+ 7%
Montrer que (x,y) est une solutions de (E). % )
=23 %

b)On considére le systéme (S){

Montrer que n est solution du systéme (S)qsi.

;

Déterminer le reste de 22 modulo 3 * reste de 7%
S) et montrer que I'entier (1991)

Q V/
b)Vérifier que 1991 est une solutia%

1°)a) Déterminer deux ent' %kelatifs uetvtelsque 7u — 13v = 1.

\ e atlfs Up et vy tels que 14uy — 26vy = 4

\\o fes (a, k) d’entiers relatifs tels que 14a — 26k = 4.

3°) a)Soit k un entier naturel.

modulo 8.

2008 _ 1 est divisible par

b) En déduire deux entie

c) Déterminer tous le

: zlers naturels a et b. Pour tout entier n, on note ¢(n) le reste de la

e an+bpar26

2°) On considere de

division euclidien

On décide de co 1 message, en procédant comme suit :

A chaque lettre de Talphabet on associe un entier compris entre 0 et 25, selon le tableau :
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T Maths

/ Iéitklé || A | B | C | D|E|F | G|H|TIT|3J]|] K | L | M
| J[ycees

ombre 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Lettre N 0 P Q R S T U \'%

Nombre 13 14 15 16 17 18 19 20 21

] . . o \ @)
Pour chaque lettre a du message, on determine I'entier n associe puis on calculeNg())) -

lettre a est alors codée par la lettre associée a @(n) .

On ne connait pas les entiers a et b, mais on sait que la lettre F est codéequar f lettre K
et la lettre T est codée par la lettre O. ‘

5a+b =10[26]
a) Montrer que les entiers a et b sont tels que : ,
19a+b =14)26] S

c) Déterminer tous les couples d’entiers (a, b), avec 0 < a < 2§ % 25 tels que
Sa+b =10[26] ‘
19a+b =14[26]

3°) On suppose quea =17 etb = 3.
a) Coder le message « GAUSS ».

b) Soit n et p deux entiers naturels quelconques(g &

17(n-p) = 0[26]

¢) En déduire le décodage du miegsge

) 9

EXERCICE N°15 : SUITE I? FIBONNACCI

Soit (f,) _ définie par : f%ﬁ, f,=1etpourtoutndeN:f _=f +f.
~

2 n+1 n
1°)Montrer que pour 'é&\, N : 2 divise fn si et seulement si 3 divise n.
“ !‘ ?

2°)Montrer que pour wn de N @ 3 divise fn si et seulement si 4 divise n.

3°)Montrer que Mu’t n de N : 4 divise fn si et seulement si 6 divise n.
EXERCICE N°16\: NOMBRES DE MERSENNE

Soient a,b des entiers supérieurs ou égaux a 1. Montrer que :
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_1)

3°)Si 22 —1 premier alors a premier.
EXERCICE N°17 :NOMBRES DE FERMA
Partie A.

- n AY
On appelle nombres de Fermat les nombres entiers F = 2% +1 ol nest un en

Montrer que pour tout n de N : F divise 2

Partie B.
On se propose de démontrer que : * si le nombre (2" + 1) est premig g
puissance de 2. "

I.Soient b et p deux entiers naturels non nuls.
1°) Factoriser b* ** — b. En déduire que b**! —b et b**! +

Démontrer par I'absurde que n ne peut pas avoir de % y

b) Conclure. %gm |
2°) a) Déterminer le plus petit entier naturel n t%e F. n‘est pas un nombre premier.

032 démontré que tout nombre de Fermat, non

premier, admet un diviseur de la forme : k N + 1, ou k est un entier naturel non nul. Vérifier

1°) Montrez que tout élément de KRN premier avec p.

2°)Montrez que pour tout a de f
3°)Déterminez les a éléments
4°)Montrez que (p—1)= p%
5°)Déduisez-en que poyk p entier naturel premier, (p—1)/+1 est divisible par p.
Soient ae Zimpair@ NteI que n > 3. Etablir : a’ 2 El[ ”]

EXERCICE NOZQ'Z“
Yout b entier > 3, le nombre x = 1 + b + 2b% + b® + b* n'est pas un nombre

Montrez que, pou

premier.
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n
. (2n)!
o 'S =(@2n+1)y —————
1°)Montrer que pour toutnde N' : s =(2n+ )I(Z:; k(2n+1-k)

2°)En déduire que pour tout n de N* s,, est un entier divisible par 2n+1. &
1°)Décomposer 319 en facteurs premiers. % ;2)
2°)Démontrer que si x et y sont deux entiers naturels premiers en%ﬁ Zil en est de méme pour

les nombres : 3x + 5y et x + 2y. %

b) =1276

3°)Résoudre dans N? le systéme d’inconnues a et b :{ ou m est le PPCM

deaetb.

EXERCICE N°23

1°9n* —n2+16 ,ne Z
2°)4n +6n2+4n+1,ne N

3°)24"*2 11, ne N’

EXERCICE N°25

1°)Montrer que pour tout n M2+n)A(2n+1)=1

2°)Montrer que pour tout fifle N* :(n® +2n) A (n* +3n2 +1) =1

(2 +1)A((n+1)2+1)e {1,5}

1°) Montrer que caﬁ%Ut nde Z : 42 divise n” —n

2°) Montrer que%ﬁtout nde Z : 2730 divise n*> —n
3°) Montrer que pour tout n de Z : 2'> —23divise n*> —n?
EXERCICE N°27

%
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n” n°> 23n .
7 t5 735 €

dux

[ .égye pour tout n de Z :

EXERCICE N°28
Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs.

1Démontrer que si (a®> + a b — b?)? = 1, alors a et b sont premiers entre eux.

2° On se propose de déterminer les couples d'entiers strictement positifs (a ; b)
(a* + ab —b?? = 1. Un tel couple sera appelé solution.
a) Déterminer a lorsque a = b.

b) Vérifier que (1 ; 1), (2 ; 3) et (5 ; 8) sont trois solutions particulieres. S S
c) Montrer que si (a ; b) est solution et sia# b, alors a> — b? < 0. AN
3° a) Montrer que si (x ; y) est une solution différente de (1 ; 1) anrs@“; x)et(y;y+Xx)
sont aussi des solutions. % 2

b) Déduire de 2° b) trois nouvelles solutions. %% :

4° On considere la suite de nombres entiers strictement positi

‘ , définie par ap = a; = 1 et
pour tout entiern, n > 0, an12 = a@ns1 + an. ,
Démontrer que pour tout entier n > 0, (@, ; a+1) est soluti%‘

En déduire que les nombres a, et a,,; sont premiers en%%

Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat sui S
« Etant donnés deux entiers naturels a et b non%, sianb=1 alors a2 Abz=1»,

Une suite (S,) est définie pour n > 0 par S

On se propose de calculer, pour tout entj

et Snis. Dl
1°) Démontrer que, pour tout n > Q @% 4S =n2(n+1)?

Q
@ntier naturel non nul tel que n = 2 k.

2° )Supposons que n est pair. Sgit

6 1) 5 (k2 A (k +1)2).

a) Démontrer que lesnke

% h+1

ions précédentes qu'il existe une unique valeur de n, que I'on déterminera,

b) Calculer alors

4°) Déduire des

pour laquelle S, et’S,.; sont premiers entre eux.

EXERCICE N°30
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Maths
lodi.a = 2 puis pour a = 3, déterminer un entier naturel n non nul tel que a" = 1 mod 7.

a) Montrer que : a® =1 mod 7.
b) On appelle ordre de a mod 7, et on désigne par kK, le plus petit entier naturel non
= 1 mod 7. Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a" =
En déduire que k divise 6.

Quelles sont les valeurs possibles de k ?

¢) Donner l'ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et 6.

o Y
3°)A tout entier naturel n, on associe le nombre A" = 2"+ 3"+ 4" +5" + &. o
Montrer que A*®® = 6 mod 7. @

EXERCICE N°31 @
Partie A. %

1°) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est congru a 1 dqu 3.

2°) Prouver que 4 % — 1 est divisible par 29.

3° )Pour 1 < n <4, déterminer le reste de la division de 4" P&
En déduire que, pour tout entier k, le nombre 4% -1 es d%e par 17.
|Nb

4° )Pour quels entiers naturels n le nombre 4" — 1 est-i ible par57?

5° )A l'aide des questions précédentes, déterminer g viseurs premiers de 4% — 1.

Partie B. %

Soit p un nombre premier différent de 2.

1° Démontrer qu'il existe un entier n > 1 tel QUEIRYL
2° Soit n > 1 un entier naturel tel que 4" = |
positif tel que

4° =1 (mod p) et r le reste de la divisio
a) Démontrer que 4" = 1( mod p). En 3
b) Prouver I'équivalence : 4" — 1 Wi
c) En déduire que b divise p -¥ \7

ut entier naturel n, u, est un entier naturel.

3°)a)Montrer que R s ;e"v‘(un) vérifie, pour tout entier naturel n, U,+; = 4 u, + 1.
b)Montrer que, % i i ,
c)En déduire, pouRtout entier naturel n, le u AU

n+l °

Ther !‘.‘.J yibi” _l)£ aé’ﬂ ' Tk
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U = 0, u; = 1 et, pour tout entier naturel n, par u,;» = 5 Up+1 — 4 U,.
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aths

. . 1
léf\e'/:&) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = u, + 3

b)Exprimer v, puis u, en fonction de n.

c)Déterminer, pour tout entier naturel n, le (4" —=1) A (4™ - 1).
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