Théoreme
Soit a un réel fini ou infinie
lim u, =a, si et seulement si, lim u,, =a et lim u,,,; =a
N— 4o N— +oo

N— oo
Théoréme
Toute suite convergente est bornée.
Théoréme

Soit ¢ et ¢' deux réels. N
Soient (u,)et (v,) deux suites convergentes respectivement vers ¢ e <§
« S'il existe un entier n, tel que, pour tout n>n, : u, >0, alors 7 > B\~

« S'il existe un entier n, tel que, pour tout n>n, :
« S'il existe un entier n, tel que, pour tout n>n, :
« S'il existe un entier n, tel que, pour tout n>n, :

Convergence et divergence
.5 {(u) est majorée

] alors (u) est convergent
(u) est croissante

n =

alors

.S (u) est minorée
(u) est décroissante

U, >/
S {(u) est  croissante
o Si

., alors l §§+w
(u) est non majorée ,H
_[(u) est décroissante APNZ
* Si _, alors l —oo
(W) est non minorée %

Calcul de limite

f est continue en ¢ o\
[ lim u, = ¢ (¢fini ou inf ini) %ﬁ _
oSi im f(x) - e @ ors nanL flu,)=e

Soit (u) la suite définie par %é%: fu,)

.S {(u) est convergente vers Klrs fim f(u_ )= £()
Q A

alors v =1f(0)

eSi q(u,) est
lim (u,,

N—+oo
méme limite
Théoréme d'encadrement

o * !‘.‘.J yibi” J)‘i aé’ﬂ >
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(v,) est décroissante alors (u,) et (v,) convergent vers l¢
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ﬂlsN/n>n0 vV, <u, <w, | i
alors  limu, =/
lim v, = limw, =/ w N
0es . oo N -

AngeN/nzng:fu,|<v, _
. alors limu, =0
lim v, =0 n—eo
N— oo

dngeN/n=ny:u, 2w,

lim w, =+
N—> oo

lim v, =— Nseo

N— oo

[3ngeN/nz=ngiu, <v, ]
) alors limu, =-

Suite arithmétique — Suite géométrique
*** Suite  arithmétique(s.a)* * *
Un+1 = Un +r
u, =U, +nr
U, =Us +(p-s)r

"V
Uz - Ul ¢ U]_ - LIO = U non S-a — = V n0n S.g

. si —1<qg«1
lim n=+e .
N—>-teo Si q=1
lim 1 =0 Si q>1
N—+oo !
: n'existepas si g<-1

n+1 fois x

X=X+X+..+Xx=(n+1)X

1124 n(n+1) % ~ pour tout qeR —il} .
¢Y g =1+q" +..+q" 9
(n+1)( k=0 1-q
n p n+1
% ° qk qp+qp+1+ +q q -9

(n &di p+un) k=p 1- q
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EXERCICE N°1
Montrer que : pour tout n de N*:

\/2+\/2+ 2+ 442 etsinzn—il:f
n fois \f
2°)En déduire que n = Lim (2" x\/Z—\/2+\/2+...+ﬁ )
—> oo
n fois J

EXERCICE N°2

Soita e [-1,1], on considére la fonction f définie sur par : f(x) =

1 2 1

, =
1°)Soit pour tout nde N : u, =~ x etv ==x Uler flu ) et flv_).
T A n n

n 4n+1 4n
2°)Existe t =il un valeur de o teI que f soit continue en ‘
EXERCICE N°2 '

Exprimer u, en fonction de n . M
1°) u, =2 et pour tout n deN:u ., =u +n

2°) u0:3 ;U= 2 et pour tout nde N : u.

39) u0=3 ;U= 2 et pour tout nde N : u.

2 *
4°)u, =g et pour tout nde N": 3h+1u

EXERCICE N°3 > W\
1°) Soit x un réel tel que 0 < x < 1.MonkQROWE :

2°)Soit (x) la suite définie sur N* par;

(a) Etablir I'égalité suivante :

N :); | «
V y ' X
(b) En déduire que : pour%&@' : v < 5
n
‘%%k 1 n-16
(c) Montrer que : DO%W n> (j X, - En déduire alors _lim x

X —>+o0

EXERCICE N°4

Soient a et b deux rédsRels que 0< a<b et (un) la suite définie par :

ab

u =a+b et Vn\&ﬁz:iu —a+b-—.
n+l u
n
1°) On suppose% <

(a) Montrer qué est minorée par b .
(b) Etudier la onotonle de la suite ( n)en déduire qu’elle est convergente.

o * !‘.‘.J yibi” J)‘i aé’ﬂ >

K< 1+2kx
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/0 [Maths u -b
| 2°)[Bojtv la suite définie par : Vne N* @ v =T
&d |[ycées Up — @

(a) Montrer que v est une suite géométrique.
(b) En déduire u_en fonctionden, aetb

(c) Calculer alors  lim u
N— oo

3°) On suppose que a=b .
(a) Calculer u;,u,,u,u, en fonction de a .
(b) Exprimer alors u_en fonction de n et a puis n|ln;1 u.
—> 40
EXERCICE N°5

Soit la fonction f :R, -R, x — f(x)= p+(p—-1)x , ou p est un réel tel que p 1
On considere la suite réelle u définie par u, =0 et VneN : = flu

1°)(a) Montrer que : VneN : 0<u_<p

(b) Etudier la monotonie de u .
(c) En déduire que u est convergente .

2°)(a) Montrer que : VneN,

-1
LIn+1 _p‘ < pT ‘un _p‘

. 1\" o D
(b) En déduire : Vne N, Sp(l—aj . En déduire

EXERCICE N°6

On considere la suite u définie par u; =1 et Vne N:

1°) Montrer que u__ -3 et u_-3 sont de signesﬁ N
2°) En déduire que : VpeN, u, <3< u % '

2p+1
3°) En déduire que si u est convergente anrﬁ%un =3.

4°) Vérifier que : Vne N*, u =2

5°) (a) Montrer que :Vn> 2,

(b) En déduire Vn=>2,

(a) Montrer que u est converg Vét'précisera sa limite.
EXERCICE N°7 ‘
On considére les suites u et v dg

U, = 13— v, etv+1=

1°)Montrer que pour tout Bid Nona:0< u <3et0O<v <3.

f@¥'sur N par : u, =v, =0 et pour tout n de N :

0

2°)Soient a et b deux syfes. éﬁnies surNpar:a =u -1 et bn =v -1.

a)Montrer que pour & _wje Nona: ‘anﬂ‘ < ‘bn‘ et ‘bm—l‘ < i‘an‘ .

b)En déduire qu%gtut ndeNona: ‘amz‘ < %‘an‘ et ‘bmz‘ < %bn

> e L
C)En utilisant IsuItats de b/, montrer que pour tout nde n : ‘azp‘ < (iJ et ‘bzp‘ < (ij .

d)Etudier alors la convergence des suites (uzp ) et vap )
EXERCICE N°8
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k=0
3°)Soit x un réel positif fixé et (u_(x)) la suite définie sur N* par : u_(x) =

. (n+1 n+1)2x3
(a) Montrer que pour tout n de N* : (n+Dx (n+1) <u (x)<
2n 24n* n

(b) En déduire que (u_(x))est convergente et calculer sa limite.

n 3 y
s . * . k )
4°) Soit v la suite définie sur N" par: v_ = 25m3(—2J %Q’
k=1 n NN
, . 3 3 . 1 . %’
(a) Montrer que pour tout reel x : sin°x = Zsmx - Zsm3x @
! 3

(b) En déduire que : v = %un(l)— Zun(3)

(c) Calculer alors : lim v,

N—+oo ,Q -
EXERCICE N°8 N
1°)Etudier les variations de la fonction g définie par : g(x) =5x —1 surR.

2°)En déduire que I'équationx® —5x —1 =0 posséde troi ra
valeurs approchées de a, b, c a 10 prés. (On trouve : —0,3; 2,3.)
3°)On considére la suite u définie par son premier ter
1 ‘

vne N Uy = g(un3 ~1). %

a) Montrer que la suite u est monotone.
b) Si la suite u est convergente, quelles sont .I:\

/
-+
’

4

EXERCICE N°10

2u

1 . n
‘_iet pour tout n de N U =

1°) Soit(u_)la suite réelle définie sur N g
" 1+ ui

(a) Montrer que pour tout n de N on <u <1
(b) En déduire que (u_)est conve &'et calculer sa limite.

N 1-u
2°) Soit v la suite de terme génralch = L
c ) n 1 + Un

(a) Montrer que pour to “ deNona: Vo = V1
Lo N 1
(b) En déduire que %ut ndeN:v, =—
N 3

N

3°) Soit la suite s Qéfinie sur N* par S, = Zuk

o * !‘.‘.J yibi” _l)£ aé 9.0 >

nes a, b, ¢, avec a < b < ¢ Donner dg

et par la relation de récurrence :
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) Montrer que pour toutne N* ,on: 0<1- u <

2
1+uO

, 4\"
(b) En déduire que pour toutndeN, 0<1- u < (5]

. 5 5)
(c) Montrer que pour toutndeN ; 1—{1 —[4} } <

EXERCICE N°11

Soit u la suite réelle définie sur N par : 1 a aveca e Ri g%N
Upi1 = 2 U, + '

1°)Pour quelle valeur de Uy la suite u est constante.

2°)Montrer que pour tout nde N : u > 0

3°)On suppose dans la suite que : u,2-a#0

(a) Montrer que pour tout n de N : u * Ja

(b) Montrer que pour tout nde N : u

(c) Montrer que pour tout nde N : u. ., ++Ja-=

(d) Montrer que si u est convergente elle converg ?
(e) Montrer que u est strictement décroissante eflEuN¢ !

u —+a
4°)Soit pour tout nde N : v = —" %ﬁk

u_++va '
(a) Calculer Vo, €N fonction de v . %‘
+1 n

(c) Calculer alors : lim v_ puis
X—+eo N
3 ~
= i a

(a) Montrer que pour tout n de

5°)On suppose que : u,

(b) Montrer que pour tout n

e e
(c) Montrer que pourtogl;%d N:u —va< (ZJ Ja

.
v ]

(d) En déduire lim
x—>+oo
EXERCICE N°12 2

. 2X
1°) Soit la foncti N — f(x)=
%, \/1 + X2
fiations de f .

(a) Etudier I%
(b) Résoudre dans R : f(x) = x .
(c) Montrer que si: 1 < x <+/3 alors 1 < f(x) <3

2°)Soit la suite reelle u définie par : u; =1 et VneN, u_ = f(un).

o * !‘.‘.J yibi” J)‘i aé’ﬂ >
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ﬁgﬁtrer que VneN, 1 < u_ < V3.

bY-Etydier la monotonie de u.
¥(c) Montrer que u est convergente et calculer sa limite.
2
u
3°)vne N, on pose v _ = 3 "
— un
(a) Montrer que v est une suite géométrique.
(b) En déduire I'expression de u,_ .

(c) Retrouver lim u
N—+eo N

n-1
2
4°)0n pose s = k;)uk , Vne N*
(a) Montrer que Vne N* : n < s, < 3n

S
(b) En déduire : lim s_et lim 2
N—+e N

N—+e N2
s
5°)Onpose : Vne N* : r :?”
. 2
(a) Montrer que Yne N* :ns_ —(n+1)s__ =nu’-s_

(b) En déduire que (rn)est suite croissante.
(c) Montrer que (rn)est une suite convergente et trouv

6°)Soit n, pe N* tel que n > p.

(a) Montrer que : (n - p)us <s < nuﬁ_1 _,
n-p %’ék ?
-

(b) En déduire que : <r <u?

(c) Montrer que : Vpe N* us <0 <3.En

EXERCICE N°13 @}?})
On se donne deux réels a et b tels que 0 < %@ n définit les suites (un)et (vn)par les relations :

o)

‘\' u +V
u,=a, vO:b,VneN.un+1: O s N
1°)Etablir une relation entre u_  —v ,‘
2°)En déduire I'expression de u - %nction den,aethb.

3°)En deduire I'expression de u__{

4°)Montrer que les suites u et v
EXERCICE N°14 \

. u +v

On définit des suites (u_) =" . n
o b 11
v 2lu
n+1 n

3°)En déduire qNg/') et (vn) sont convergentes et ont méme limite.
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: u, =a

1 0 4
On définit les suites (u_Jet (v_)sur N par : LU, .
n+l 2 ! n+l

1°)Montrer que (,)et (v, )convergent vers une méme limite ¢ > 0.
T

2°)On suppose quea =bcose ; 0< ¢ < 5

. Exprimer /¢ en fonction de b et

EXERCICE N°16
Cn
2n

Pour tout nde N*, on pose :u_= \/54—n

u
1°)Calculer u, et S—” .
n

n
2°)Prouver par récurrence que VneN* @ u_ < .
) P q n = V2n+1

1 1
o o 1 - _
3°)Montrer qu'il existe / {2 '\/5} tel que : nhlgwu .

4°)Montrer que Vx >0 : ﬂziﬁj < [x + ;J —Jx(x+1)

5°)En déduire que Vke N” : ukl - uk3 gu%mk < g6 Ee
8(k+2J 8(k+2J$§§
7 t /—u si
42n+1 n "~ 8n
]'Ju < ¢
n)nl~16n2’

8n
EXERCICE N°17

1

n
Prouver que la suite de terme gép j est croissante sur N".

EXERCICE N°18

: n k-1
. . -, -1
On considére la suite de teg?kgenerale u => ) .
" g kK

1°)Montrer que les suites{ ) sont des suites adjacentes.

1/n>1 et (u2n+1)n20

2°)Déduire que la sui . est convergente.

EXERCICE N°19

¢ v
3 o
On considere la %ge terme générale u_ = .
w n k;) (2k)
1°)Montrer que I:'s“uites Uy )., €t (U, ;) sont des suites adjacentes.
2°)Déduire que la suite (u_)

est convergente.
n=0

o * !‘.‘.J yibi” J)‘i aé’ﬂ >
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IRETEE No20

[cees

U, =a Vo = b
_ LInVn(un +Vn) et u +v, -
n+1 ui +v§ il 5 %

1°)Montrer que pour tout n de N, v, >u.

2°)Montrer que les deux suites (un)neN et (vn)neN sont convergentes. %

3°)Déduire que les deux suites (u ) et (v )  sontadjacentes.

neN
4°)Montrer que la suite (w ) N définie par son terme geéneral Wo=—+ " 'constante.
n nJ
Q&
5°)Déduire la valeur des limites des suites (u_) et (v_)  en fonctio et b.
N’/neN N’/neN h

1°) Pour tout entier naturel n, on note Fn -2%" 41 . Calculer Fo, F1,

EXERCICE N°21 %
ég —F

2°) Démontrer par récurrence que pour toutn > 1, 0on a: Fo xFy

3°) Montrer que la suite (Fn) est croissante et non majorée. Qu

EXERCICE N°22
Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la réponse
Soient ¢/ ,ketq des réelstelque 0 <k<let O<x< X

1°)Si VneN : ‘uml - 6‘ <k ‘un —z\ alors u est conver.y.‘

15
- n . *I —
2°)Si ¥ne N :|u -1 < ku — alorss est cor@e tel que: YneN':s, = ngk

3°)Si Vae N : ‘umz - 6‘ < k ‘un —f‘ alors u e%ahve‘rgente .
\ lim (U —u )=0

u —
Jn—+eo N+L 7N

4°) Si Vne N : [u,p-u,,| <kl

n+l n‘

5°) Si Vne N : ‘u -/

n+1

< k‘un—£‘+x”

6°)Si (u )  estcroissante et (v ) edigissante alors (u - v), est décroissante .
n’/neN N’/ne :

J est convergente .

7°)Soient u et v deux suites réelles t

Si: lim (u2+u XV +v2):0
N—>+oo n n n

8°)Si lim ug +u; +...+u,)=¢ $~

o * !‘.‘.J yibi” J)‘i aé’ﬂ >

Jles deux réels a et b, tels que 0 < a < b, et les deux suites (u ) et (v )  définies par :
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