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Révision 1

Soit dans Z I’équation (E’) : z1% = —2[29].
1. Justifier que 2% = 1[29] et en déduire que —8 est solution de (E’).
2. Soit xy une solution de (£).

(a) Montrer que xo n’est pas un multiple de 29 et en déduire alors que 3% = 1[29].
(b)
(¢) En déduire I'ensemble des solutions dans Z de I’équation (E’).
(d) Résoudre dans Z P'équation (z — 3)'? = —2[29].
(x — 3)1 = —2[29]
(x —3)13 = —2[13].
NB : les solutions dans Z * Z de 'équation (E) : 292 — 13y = 6 sont (2 + 13k; 4 + 29k) avec k € Z

Montrer que 37 = —8[29] puis que zy = —8[29).

3. Résoudre dans Z le systéme {

1. Soit x un entier non nul premier avec 53 .
(a) Déterminer le reste modulo 53 de z°2.
(b) En déduire que pour tout entier naturel k, z°**1 = z(mod53).
2. Soit I'équation (E}) : 22 = 2(mod53), o x € Z.
Montrer que 22 est une solution de (F}).
3. Soit z une solution de l'équation (E).
(a) Montrer que x est premier avec 53.
(b) Montrer que z?! = z(mod53).
(c) En déduire que z = 2°(mod53).
(a) Montrer que 2° = 35(mod53).
(b) Donner alors I’ensemble des solutions dans Z de 'équation (E).

a

r = 34(mod71)
1% = 2(mod53) -
On admet que les solutions de 'équation (£) : 71u — 53v = 1 dans Z * Z sont (3 + 53k;4 + 71k) (k € Z)

5. Résoudre dans Z le systéme {

A- Soit f la fonction définie sur ]0,+oo [ par f(z) =In (1+ 1) -1+ L

1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C') dans un repére orthonormé (O, 1, 7)
2. (a) Montrer qu'il existe un réel o unique tel que : 0 < a < 1 et f(a) =0
(b) En déduire le signe de f(x) pour z > a.

3. Soit un réel A tel que av < A. On désigne par A(A) l'aire de la partie du plan limitée par la courbe
(C), l'axe des abscisses et la droite d’équation x = A.

(a) Calculer A(N)
(b) Trouver la limite de A(X) lorsque A tend vers +oc.

B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
On se propose de déterminer la limite de la suite (u,) définie par u,, =

n"e "
n!

1. Démontrer, en utilisant les variations de la fonction f, que :
1
In(n+1) —Inn <1 — L et en déduire que : (1+21)" <el~m

n 4n?
2. Démontrer alors que : %11 < une’ﬁ et en déduire que : U, < ule*iZ%%
3. Démontrer en utilisant la relation (1) de la premiére question de la partie B du probléme, que :
In(n+1) <3 p_ 11— 1> 51 7= et en déduire que : upqq < g e e Bl)

4. Montrer que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 4

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.
On considere la fonction f,, définie sur [0, +oo [ par : f,(x) = 2"e”
On appelle C,, la courbe représentative de la fonction f, dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(0,7, 7)( unité graphique : 3cm)

nx

PARTIE A

a) Dresser le tableau de variation de la fonction f,

b)

a) Tracer C et Cy en précisant les demi-tangentes a l'origine.
)

b

1. (
(b) Déterminer la position relative des courbes C,, et C,,41.
2. (
(b) Calculer ’aire S,, du domaine limité par la courbe C et les droites d’équations respectives x = 0
et £ =n.
(c) Calculer lim S,

n—-+oo
PARTIE B
Pour tout réel > 0 et pour tout entier n > 1, on pose : F,(z) = foz fa(t)dt.
1. Montrer que, pour tout ¢ >0, on a: 0 < fi(t)ez <1
2. (a) Montrer alors que, pour tout ¢t > 0 et tout entier n > 1, on a: 0 < fn(t)e_Tt <1
(b) En déduire que, pour tout z > 0 et pour tout entier n > 1, on a :0 < F,(x) < 2
3. Pour tout réel u > 0 et pour tout entier n > 1, on pose :G,(u) = fou t"e tdt

(a) Montrer que, pour tout entier n > 2, on a : G, (u) = —u"e™* + nGp_1(u)
p
(b) En déduire que :G,(u) = —nle™ 3", % + n!Gy(u)

c) Montrer alors que : lim G,,(u) = n!
u—+00

_ 1

)

()
4. (a) Montrer que, pour tout réel z > 0 et pour tout entier n > 1, on a : G/, (nz) = n" f,(x)
(b) Montrer alors que, pour tout réel z > 0 et pour tout entier n > 1, on a : F,(2) = —=5Gp(n)
)

(¢) En déduire que : IEI—POO F,(x)
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Révision 2

Exercice 1

Partie I : On considére dans Z x Z 'équation (F) : 47x — 43y =1

1. Vérifier que le couple (11,12) est une solution particuliére de I’équation (E)

2. Résoudre dans Z x Z I’équation (F)
Partie IT : On considére dans Z Péquation (F) : z*!' =4  [43]

1. Soit & € Z une solution de 'équation (F')

(a) Montrer que x et 43 sont premiers entre eux, en déduire que : 22

(b) Montrer que : 4z =1 [43], en déduire que : x = 11 [43]

2. Donner 'ensemble des solutions dans Z de I’équation (F)
Partie III : On considére dans Z le systéme a deux équations suivant (5) : {

1. Soit x une solution du systéme (S)
z = 11[43]
z = 10[47]
(b) En déduire que : x =527  [2021| (On pourra utiliser la partie I)
2. Donner I'ensemble des solutions dans Z du systéme (.5)

(a) Montrer que z est solution du systéme (S’) : {

Exercice 2
Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2 et soit A = 1 +a + a® + a® + a* + a® + a5. Soit p un
nombre premier impair tel que : p divise A

1. (a) Montrer que a” = 1[p], en déduire que Vn € N;a™ = 1[p]

(b) Montrer que a et p sont premiers entre eux, en déduire que : ¥m € N; gl = 1[p]
2. On suppose que 7 ne divise pas p — 1

(a) Montrer que : a = 1[p]

(b) En déduire que: p=7

3. Montrer que si p un nombre premier impair tel que : p divise A alors : p =7 ou p = 1[7]

Exercice 3

Partie 1
Soit la fonction f définie sur I'intervalle I = [0, +oo [ par : f(0) =0 et f(z) = (1+ 1) e~z; (z > 0) (Cf)
est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; Z, j) unité 2 cm.
1. (a) Montrer que la fonction f est continue & droite au point 0.
(b) Montrer que la fonction f est dérivable a droite au point 0.

(c) Montrer que f est dérivable sur |0, +oo [, puis calculer f'(x) pour tout x €]0, +o0].

b

a) Montrer que la courbe (Cy) admet un point d’inflexion A que I'on déterminera.

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

)
)
a) Calculer xgr-lr-loo f(z), puis interpréter analytiquement le résultat obtenu.
)
)
)

(
(
(
(b) Tracer la courbe (Cf)

Partie : 11
Soit la fonction F' définie sur [0, 400 par : F(z) = fml f(t)dt.
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. Montrer que F est continue sur [0, +00],

(a) En utilisant une intégration par parties, montrer que :
1

Vz €]0,+0o[ ;[ietdt=e' —zeF — [} le~idt

(b) Déterminer : fwl (1+1) e~ dt pour tout & de ]0, +oo]
(c) Montrer que : fol f(x)dr =e!
. Calculer en cm? l'aire du domaine délimité par la courbe (C) et les droites d’équations respectives,
r=0r=2ety=0
. Soit la suite (uy),, définie par : (Vn € IN);u, = F(n) — F(n +2)
On admet qu'il existe un nombre réel v, appartenant a 'intervalle Jn,n + 2| tel que :
un=2(1+L) e,
(a) Montrer que : (Yn € IN*);2 (1+ 1) e <ty <2 (14 -%) e~ w2

n-+2
(b) En déduire lim wu,
n—+oo

Partie 111

(a) Montrer que pour tout n € N*, il existe un réel a,, € R* tel que : f (a,) =€ =
(b) Montrer que la suite (@), est croissante

c¢) Vérifier que : (Vn € N*); —i +1In (1 + i) =-1

)
)
)
)

(
(a) Montrer que : (V¢ € [0,+00[);1 =t < 75 <1—t+ ¢
2 3

1'2 x T
(b) Montrer que : (Vo € [0,+00); =5 < —rv+In(l +2) < -5 + %

. Soit n un entier naturel tel que n > 4

(a) Veérifier que : a4 > 1, en déduire que : a, > 1 ( On admet que ed > 2)

(c) Montrer que : \/% < a, (Voir questions 1) c) et 2) b) de III) ).

En déduire lim a,
n—-+o0o

2
(d) Déterminer lim an\/i
n—-+00 n

Exercice 4
Une personne débute un jeu dans lequel elle a autant de chances de gagner que de perdre la premiére
partie.
On admet que, lorsqu’elle gagne une partie, la probabilité qu’elle gagne la suivante est de 0.6, alors que si
elle perd une partie, la probabilité qu’elle perde la suivante est de 0.7.
Pour n entier naturel non nul, on note :
L’événement G, : La personne gagne la n®"¢ partie :
L’événement P, : La personne perd la n®"¢ partie :

1)

1. Préciser les valeurs des probabilités de G| et P;.

(b) Montrer que : 1 — % < % <1 (Voir questions 3) a) et 3)b) de III ).

2. Calculer la probabilité de G5 et en déduire celle de P,
IT) Pour tout entier naturel n non nul, on pose : z, = p(G,,) et y, = p(P,)
1. Démontrer que pour tout entier naturel » non nul on a : x, 1 = 0.6x,+0.3y, et y,.1 = 0.4z, +0.7y,

2. Pour tout entier naturel non nul, on pose v, = z,, + y, et w, = 4z, — 3y,
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3. On désigne par X la variable aléatoire qui associe le rang de la partie gagnée pour la premiére fois.
(a) Déterminer p; = p(X = 1),ps = p(X =2) et p3 = p(X = 3)
(b) Expliciter pr = p(X = k) en fonction de k on 2 < k < n.
(c) Calculer la somme S, = p; +ps +p3+ ... + P

Exercice 5

Partie A

On consideére la fonction f,, définie sur R par : f,(z) = (z — 1)"e*™®
On note C,, la courbe de f,, dans un repére orthonormé (O, i, j)

1. (a) Montrer que mEIJPoo fo(z) =0
(b) Dresser le tableau de variation de f, (On distinguera deux cas : n pair et n impair)
2. (a) Etudier la position relative de C,, et C 1
(b) En déduire que toutes les courbes C;, passent par deux points fixes.
3. Construire Cy et C3 sur le méme repére.
4. Montrer que Vo > 1,on a: 0 < f,(z) < el™"p"
Partie B

1 12
On pose J,, = —'/ (x—D)"e*"dr ; mneN*
n! J;

1

1. (a) Montrer en intégrant par parties que J,; = J,, — _(n 1)

(b) Calculer .J;

k=n 1

(c) En déduire que J, =e—> o

1 1 1
(d) Montrer que 0 < J,, < i et calculer alors lim (1+—+—=+...+ —
n! n—+o0 1 2! n!

2—1

2. On pose F( ):fmﬂe—

AN 1dt;x €]1; 4+o0|

—el e — Dz +1
a) Montrer que F est dérivable sur |1, +oo[ et que F'(z) = ‘ [((e 1)9: i ]
z(z —

2—t 61—1:

>
v=1 " g=1
b) En déduire que F(x) > e!~*(In(z) — In(z — 1)) et déterminer lim F(x)

z—1t+

3. (a) Montrer que Vx €]1,2] et Vt € [x;2+ 1] on a

(
(
(
(

)

b) En déduire le sens de variation de F' sur |1, +o0].
)
)
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Révision 3
Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R* par : f(z) = 2 — 2In(z) — 1.
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonorme direct (O, 1, ).

PARTIE A

1. (a) Etudier les variations de la fonction f.
(b) Tracer la courbe C

2. Soit A un réel de l'intervalle |0, 1] et Ay I’aire de la partie du plan limité par la courbe C et les droites
d’équations t = Az =1et y=0.

(a) Calculer A,.
b) Déduire lim A(\) = -
(b) Dé uire lim (\)
PARTIE B

Soit n un entier naturel tel que n > 2

1. (a) Monter que pour tout entier naturel k tel que 1 <k <n—1,0na:

(5 < sl (5)

(b) En déduire que :

2. On pose pour tout entier n > 2,5, = =
(a) Montrer que : A (1) <S5, <if(i)+4

4
(b) En deduire que lim S, = ==

n——+00

3. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n tel que n > 2, on a :

n—1)(2n—1)

(n—1)2n—1)
6n2

(b) Montrer que S,, =

(c) En deluire que lim nn =e
n—oo

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [0,+o00 [ par f(z) = \/e®
On note (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonorme (0,1,7).

x
1. Déterminer lim f(z) et lim m Interpréter graphiquement.
T—>+00 T—+o0

f()

2. (a) Montrer que lim

= +400. Interpréter graphiquement.
z—01

(b) Montrer que pour tout = €]0, +00 [, f(z) = 2\/%
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(c) Dresser le tableau de variation de f.
(d) En déduire que e” — 1 < /e® — 1, si et seulement si, z < In(2).
. Montrer que le point B(In2, 1) est un point d’inflexion de (CY).

. Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (O, ;,j) la courbe I' de la fonction
T = e’ — 1.
(a) Etudier la position relative de (C) par rapport a .

(b) Tracer la courbe (Cy).
. Soit g la fonction définie sur [0, Z[ par g(z) = tan(z).

(a) Montrer que g réalise une bijection de [O, Z[ sur [0,+00[. On note g~ sa fonction réciproque.

(b) Calculer (¢g71) (0) et (g71) (1).

(c) Montrer que g~' est dérivable sur [0, 400 et que (g7') (z) =
)

_1
1422

-1
(d) Montrer que lim 9 (@) =1

z—0F x
. On pose pour tout z € [0,+00 [, F(x) = [ f(t)dt et G(z) =2(f(x) — (g7 of) (2)).
(a) Montrer que pour tout x €]0,+o00 [, F'(z) = G'(z).
(b) En déduire que pour tout z € [0,+00[, F(z) = G(z).
(c) Soit A 'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C}), la courbe T' et les droites d’équations
r=0etz=In2. Montrer que A=1+1In2-7.

Exercice 3
Soient p et ¢ deux nombres premiers vérifiant :  p < get PTII =1 [pq]

(a) Montrer que p et 9 sont premiers entre eux.

(b) En déduire que : 9°~! = 1[p] et que 97 = 1[p]

(a) Montrer que p — 1 et ¢ sont premiers entre eux.

(b) En utilisant le théoréme de BEZOUT, montrer que : p = 2

(a) En utilisant le théoréme de FERMAT, montrer que : 997! = 1[q]
(b) En déduire que : ¢ =5
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Exercice 4
On admet que 2969 est un nombre premier. Soient n et m deux entiers naturels vérifiant :
n® +m® = 0[2969]
1. On suppose dans cette question que 2969 ne divise pas n
(a) En utilisant le théoréeme de BEZOUT, montrer que : (Ju € Z);u x n =1 [2969]
(b) En déduire que : (u x m)® = —1[2969] et que (u x m)?*® = —1]2969] (On remarque que :
2968 = 8 x 371 )
(c) Montrer que 2969 ne divise pas u x m
(d) En déduire qu’on a aussi (u x m)?% = 1[2969]
2. (a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n
(b) Montrer que : n? + m® = 0[2969] < n = 0[2969] et m = 0 [2969]

Exercice 5
On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par : u, = 2" 4+ 3.7" + 14" — 1

1. (a) Calculer us.
(b) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,, est pair.

(¢) On note E l'ensemble des nombres premiers qui divisent au moins un terme de la suite (uy,).
Les entiers 2,3, 5 et 7 appartiennent-ils & 'ensemble (E) 7.

2. Soit p un nombre premier strictement supérieur a 7 . Soient m et n deux entiers naturels tels que
14 =mmn

(a) Quelles sont les valeurs possibles de m ?
(b) Montrer que 14m?~2 = n(modp).
c¢) En déduire que 14u,_» = 0(modp).

)

(c)

(d) L’entier p appartient-il & I’ensemble (E)?
)

(e) Déterminer alors (E).
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Révision 5

1. Résoudre dans Z? l'équation (FE) : 97x — 299y = 81
(On pourra vérifier que (7,2) est une solution particuliére)

2. Soit n un entier a 4 chiffres qui s’écrit a4b4. On note m le nombre obtenu si on échange a et b
(C’est-a-dire bdad). Le but de cette question et de déterminer m et n sachant que le reste de la
division Euclidienne de m par n est 2 . On note ¢ le quotient de cette division.

(a) Montrer que ¢ € {0,1,2,...,9}

(b) Montrer que 10(100g — 1)a + 10(q — 100)b + 2(202¢g — 201) =0

(c) Montrer que 2¢ — 1 = 0(mod5)

(d)

(e) Montrer que (b;a) est une solution de 'équation (E).
Conclure, c¢’est-a-dire déterminer m et n.

En déduire la valeur de ¢

Soit ABC' un triangle isocéle direct de sommet principal A.
On pose (1@, ﬁ) = 2a[27] ol & est un réel de ]0, 7.
On désigne par O le milieu de [BC] et par D le symétrique de A par rapport a O.
Soient I et J les projetés orthogonaux respectifs de O et D sur (AC).
PARTIE A

1. Soit f la similitude directe qui transforme O en I et D en J.
(a) Montrer que f a pour angle v et pour rapport cos .
(b) Prouver que le centre de f est le point A.

2. On désigne par E le symétrique du point O par rapport au point I.
(a) Montrer que f(B) = O et que f(C) = E.
PRI OE _
(b) En déduire que 3& = cosa.

3. Soit o la similitude indirecte telle que : ¢(B) = O et o(C) = E.
(a) Déterminer le rapport de o.
(b) Montrer que o(O) = I.

. On désigne par Sop) la symétrie orthogonale d’axe (OF).

S

(a) Montrer que 0 = Siop) o f.
(b) Montrer que (D) = A et 0(A) = J.
5. Soit 2 le centre de o.
(a) Montrer que (0 00)(D) = J et en déduire que €2 appartient & la droite (D.J)
(b) Montrer que € appartient a la droite (BI).
(c) Construire le point €.
)

(d) Montrer que Qf = (cos? a) QB.
PARTIE B

Dans cette partie on suppose que OC = 1 et on munit le plan du repére orthonormé direct (O, @, 7 ) tel
que © = OC.

1. Montrer que (55,@) = a[27] et que OI = cosa.

2. En déduire que Of = (cos®a) & + (cosasin @) 7.

3. Montrer que les coordonnées z et y du point €2 sont telles que = 2 cotan® @ et y = cotan .

4. determiner I'equation cartiesienne de I' : ensemble des points (2 lorsque a varie sur |0; 7|
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PARTIE A

Soit la fonction définie par : { fz) =
f0)=1
In(1+h)—h
h2
(a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe un réel : ¢ €]0, h] tel que
In(1+h)—h -1
' h? ~ 2(c+1)

1)Soit h €]0, +o0[. On définit sur Ry la fonction g : z — ( )z? —In(1 + z) + ..

In(1+h)=h\ -1
h2 2

Prouver enfin que f est derivable a droite en 0 et que : f(0) = —

(b) Prouver donc que : lim (

h—0t
(c

)

) ;
a) Justifier que : Vo > 0 : fo (1+t)2 < [t

)

2. ( 0 T4
(b) Déduire que Vx > 0: = —In(1 +z) < 0.

(¢) Donner enfin le signe de f'(z) pour tout = > 0.
3. Dresser le tableau de variation de f puis tracer C}.

PARTIE B
Pour tout a €]0, 1], on pose : u,(a) = [ " f(t)dt
1. Etudier la monotonie de la suite (u,,).
2. Prouver que (u,) est convergente.
3. (a) Montrer que pour tout x > 0; f(x) < 1.

, . . . n+1
(b) En déduire que : Vn € N, on a : u, < A

(c) Préciser donc lim,, ,  uy,

PARTIE C

Pour tout n € N*, on pose W,, = fol z"In(l+z)dr et V, =1— l 4 l + ... 4F (;}r)ln

1. (a) Montrer que pour tout n € N*, ona:0<W, < 1“2 T puis calculer sa limite.

(b) Calculer fol I’i—zxdx puis calculer Uj.
2. OnposeSnzl—x+x2+ N (= 1)"3:”avecn€N*etx€[0;1]

et que : V,, =In2+4 (—1)" e

g (=Dt
(a) Montrer que : S, = = + 0 17z

) T _H—x
(b) En déduire que : [V, —In2| < — puis calculer la limite de (V).

3. (a) En utilisant une intégration par parties pour U, montrer que : W, = Tlln—j + ( 1) -(In2-V,)
(b)

b) En déduire la limite de (H,,) définie par : H,, = (n+ 1)W,, est convergente et calculer sa limite.

PARTIE A
1. Etudier les variations de la fonction
g R—R
xl — (1—x)e 41

et déduire que pour tout réel z on a : g(x) > 0.
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2. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = xze™® + x. On désigne par C' la courbe représentative de
f dans un plan rapporté a un repére orthonormé (O, 1, 7).

(a) Etudier les variations de la fonction f.

(b) Montrer que la droite A d’équation y = x est une asymptote a C' au voisinage de +o00. Etudier
la position de C' par rapport a A.

(¢) Tracer la courbe C.

3. Soit a un réel strictement positif. on désigne par A(«) 'aire de la partie du plan limitée par C, A et
les droites d’équations respectives x = 0 et © = a.
(a) Calculer A(«).
(b) Déterminer A(1) et lim A(«)
a——+00

PARTIE B

Soit n un entier naturel non nul.
On considére la fonction F, definie sur [0, 00| par : F,(z) = [; t"e~'dt ¢

1. Montrer que Fi(xz) =1— (1+z)e™®

2. (a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier n > 2, on a :
F.(x) =nF,_1(x) —a2"e™®

(b) Démontrer par récurrence que tout entier naturel non nul n on a :

ol x est un réel strictement positif.
(c¢) En déduire lim,_, o, F,,(z).
3. Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel strictement positif  on a :

n+1 n+1

x
n+1

X
< B (z) <
n—|—16 < Falo) <

4. Soit x un réel strictement positif.

¢ 1 gt
(a) Montrer que pour tout entier naturel n tel que n > 2z, ona: — < ——.
n! = 2(n—1)!
xn
(b) En déduire que lim;—, ;00 — = 0.
n!

$k

(c) Montrer que e* =lim/_, 100 Y 4y o

5. En utilisant les questions 2) b) et 3 )

(a) Montrer que : >, _, k" Z k:'

(b) En déduire un encadrement de e d amplitude d < 1072
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