TN Dieke de couns & Waths
Jcees Fonctions néciprogue

Théoréme :
Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I. On a alors les propriét,
(*) la fonction f est une bijection de I sur f(I) ‘
(*)La fonction f* est une bijection de f(I) surIetona: (xeI,y=f(x)) = (Y&
(*)La fonction f * est strictement monotone sur f(I) et a la méme sens de varj
(*) Les courbes représentatives de f et f !, dans un repére orthonormé, sont's
a la premiere bissectrice du repere (y = x)

Si est du plus f est continue sur I alors f * est continue sur f(I)

Si est du plus f est dérivable sur I et f(x) =0 pour tout x de I alors :

de f(I (&
e f(I) 1 %ég ,

Exemple :Soit f(x) = ol %%
+ 3

Montrer que f réalise une bijection de I=}%,+o{ sur un integR

Correction
Expliciter f ™ (x) pour tout x de J . A\
Ona Vvxel : f(x) = ﬁ <0 alors f est stricteme@;}r’bissante et continue sur I alors f réalise
une bijection de I surJ = f(I) = } lim f(x); I(im |
X —> oo x—(-0,5) S
Pour tout x € J @y = f (x) équivaut a x = f(y) e& e [
y+1

équivaut a x =
2y +1

et ye I équivaut a : 2% )=y + 1etyel équivauta y:21—x1 etyel

alors pour tout xde J : f (x) = 1-x

2x -1
Théoréme ‘
La fonction réciproque de la fonction f d@fge sur R, par : f(x) = x" (nx2) est appelée fonction
racine n“™m . ‘
Pour toit x de R, , le réel f (x) est & % x .( lire racine n®™ de x )
fx) = Vx N

(*) f ! est définie , continue et girjetyiment croissante sur R, . elle est bijective de R, sur R,
(*)Pour tout réel x de R, , on% .‘w " =x et (W)n =X

D

iR, est sa fonction dérivée est : xi—

1
n(n Xn—l)

3°)Montrer que esf
Correction :
1°)La fonction : g : X — x—2 est continue et positif sur I

La fonction : X — 3/x est continue sur R, > g(I)
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K4 #dfction f est continue sur T car f est comme composée de fonction continues.
jux ,
& lim(x—2)=+4w etona: lim /x =+ donc d'aprés le théoréme sur la limite d’'une

VCEES—+- X —>+oo

fo ctlon composée on a: lim f(x) = +oo

3°)Soit a et b deux élément de I tel que a<b.

Ona:a<b = a-2 <b-2=13a-2<3b-2 = f(a) <f(b).Alors est stricteme Issante sur

I. %
Résolution d’équation : x" = a
Soit a un réel et n un entier supérieur ou égale a 2 .

Si n est impair et a > 0, I'équation x" = a admet une unique solution : f )

Si n est impair et a <0, I'équation x" = a admet une unique solution : o

Si n est pair et a > 0, I'équation x" = a admet comme solutions : -¥a
Si n est pair et a<0, I'équation x" = a n‘admet aucune solution .

Théoréme %’ 2
Pour x ety e R, , n et p deux entiers vérifiant : n>2 et p>2 on g .

7 PR g PO ot n-f; =

Théoreme Y
Soit u une fonction dérivable et positive sur un intervalle I ntier n=2.

La fonction f: x - Y/u(x) est continue sur I et dérivable‘sq t ut réel x de I tel que u(x)=0

Etona, f'(x) = n(n:ll((\/xxi))nlj pour tout x de I tel q;;%%@ 0
;
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EXERCICE N°1
On pose pour a réel strictement positif la fonction f, définie sur [0,a] par :

a—Xx
a(a+x)

Pour tout xe [0,a], f,(x) =

1°) Montrer que £, réalise une bijection de [0;a] sur [0;%]. Onnote f,'s

2°) Donner le tableau des variations de f,™ en précisant les valeurs aux borres. ¥

EXERCICE N°2

Soit f la fonction définie sur [0,+<<[ par f(x) = V4x2 + x +2x +1
1°)Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0,+oo|
2°)Montrer que f est une bijection de [O,+o<>[ sur un intervalle ]

Q
3°) Montrer que f,"'= f,. % |
a (§ "“

3°)Sur quel ensemble ™! est-elle continue ?
4°)Expliciter f*(x) pour x € J

5°)Montrer que I'équation f(x) = x +2 admet une squtio@e oe E , %{
EXERCICE N°3 '
Soit f : X - f(X) = ,/% . LS

1°)Déterminer le domaine de définition D; de f.

2°)Etudier la dérivabilité de f sur D;. A
3°)Montrer que f est une bijection de [0,1] suRUM;

4°) Expliciter f(x) pour x € J
EXERCICE N°4

Soit f:ix—f(x)=1+ X

V1 + %2
1°) Etudier la dérivabilité de f sur
2°) Montrer que f est une bijectio

3°) Expliciter f~1(x) pour x e J {(

4°)Montrer que f* est dériv. J et calculer (f’l)(l).

EXERCICE N°5

1-x°

X

iinie sur [-1,1]- {0}par : f0) = 1 +

Partir A
1°)Calculer lim f(x)\

x—0"

' -1
¥ e F1,1[-{o}: fix) = ———
X241 -x2

5°)Dresser le tableau de variation de la fonction f .

4°)Montrer que :

6°)Montrer que f réalise une bijection de |o,z[sur un intervalle J que l'on précisera . /%

o * !‘.‘.J yibi” _l)£ aé 9.0 >
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Soit g la fonction définie sur{o,%{ par g(x) = f(cos x)

1°) Montrer que pour tout x de : {O,%{ , g(x) =1 + tan(x)
2°)Etudier le sens de variation de la fonction g .

3°) Montrer que I'équation : g(x) = x admet une unique solution o dans {O,—

Q
@2 écisera

O<a<£—
4

5°) Montrer que g réalise une bijection de {O,g{ sur un intervalle K qu

6°)Montrer que g ' est dérivable sur K et Vxe K : (g‘1 )'(x) =

EXERCICE N°6
Soit la fonction f définie sur [1,+c<[ par : f(x) = x + Vx2 -
1°)Montrer que f est dérivable sur [t,+<| et calculer f’(x) N\

2°)Etudier la dérivabilité de f a droite en 1 et interpréter le obtenu
3°)Dresser le tableau de variation de f . %
4°)Montrer que f réalise une bijection de [1,+oo[ sur un intgevalle J que I'on précisera .

1+x2

5°)Montrer que pour tout xde J: f ™ (x) =

2X % ™
6°)On désigne par C et C' les courbe respectives defeet
montrer que la droite D : y = 2x est une asympto lique a C.
7°)Tracer Cet C'. "

8°)Soit g la fonction définie sur 0,E par g(R\. ) 1
2 cos(X)

af @o\p_ 1+sin(x)
2 ) cos(x)
g E

b) Montrer que g réalise une bije@

a) Montrer que pour tout x de {O,

c) Montrer que g * [Ir K et pour tout x de K : ( )(x) =

EXERCICE N°7 29
Soit f: R — R;XH{X 12N s xe]_oo,o]

F(x)

1+x2

1°)Calculer : lim f(x) e

X—>+oo

. N\
6°)Soit g la restriction de f sur J0,+<[.
a) Montrer que g réalise une bijection de ]0,+-[ sur un intervalle J que I'on preC|sera _

b) Soit g ! la fonction réciproque de g .

* dans méme repere orthonormé .
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Etudier la continuité et la dérivabilité de g ™ sur J

14X i) Expliciter g *(x) ; pour tout x de J .
& | [ycees
EXERCICE N°8
2 —
f(X)=—X +21 L si X >0
Soit f: X - X
f(x) == tan(

1°) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur sa domaine de définition.

2°)Soit g la restriction de f a {— % ,0} .

a- Montrer que g est une bijection de {—%,0} sur un intervalle J qu

b- Déterminer le domine de dérivabilité de g™, puis expliciter (g

3°)a-Monter que I'équation g(x) + x = 0admet une solution uniqueéfég ,0{

b-En déduire que le point I(- o, o)< (¢g™)ND ot (¢g™) es
un repere orthonormé et D est la droite dont une équation ca§ '

EXERCICE N°9

Soit f la fonction définie sur }—g,g{ par : f(x) = tanx NNQ
1°)Montrer que f réalise une bijection de |- =, % s
YMontrer que f réalise une bijecti } . 2{ L&I&g (

2°)Soit h la fonction réciproque de f. Montrer que%%kst dérivable sur R et calculer h'(x) pour tout

Xxe R

b- Etudier les variations =; )

c- En déduire qu'il exist%?

Unique réel c e 0.1 tel que c = tan8—nC
5°)a-Montrer que I'équati %‘“h(z —x) = 2h(x) admet au moins une solution o e R

o’ —0?-30+1=0

b-Montrer que o v

EXERCICE N°10

2°)Etudier la contiRuité et la dérivabilité de f sur D; .

3°)Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0, définir ce prolongement.

o * !‘.‘.J yibi” _l)£ aé 9.0 >
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RCICE N°11
g yycees T
Sok f la fonction définie sur {O, 3} par: f(x)=%2cosx -1

1°)Etudier le dérivabilité de f sur {0, ;‘}
2°)Montrer que f est une bijection de de {0,;‘} sur [0,1].

3°)Soit f~ la réciproque de f, calculer (F) (3 V3 - 1)

4°)Préciser le domine K de la dérivabilité de .

5°)Déterminer I'expression de (f’l) (x) pour tout x de K.
EXERCICE N°12
Soit f la fonction définie sur [0,+< par f(x) = x +3/x .

FISF(B)S——+1
3

1°)Soit x € ]O,+<>o[. Montrer que pour tout B e [x,x +1] ona:

2°)En déduire que pour tout X e J0,4+~<[ on a :

3°)En déduire lim (%/x +1 —i/;)

X —>+oo

EXERCICE N°12

33/(x +

Soitf: R -R; x > f(X)= 2x2 Si

X++2X—-1 si

1°)Etudier la continuité de f sur R
2°)Montrer que f réalise une bijection de R 8

T \\ J
3°)Etablire que : f1(x) = X %

EXERCICE N°13

Soit f la fonction définie sur

1°)Etudier les variations degft™

2°)Montrer que f est ung jection de }O,ﬂ sur un intervalle I que I'on déterminera .

3°)On désigne par g nttion réciproque de f. Calculer : g(1), g(~/2 ) et g(2).
4°)Montrer que g - fivable sur I et que: Vxel: g(x)= Bt

X1+ x2

5°)Soit h la fonm%%@umérique définie sur }O,ﬂ par : h(x) = f(x) + %

Montrer que I'équation h(x) = x admet une solution unique X, telle que : g <Xg < r
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1¢€ N°13
i 2X
i&'d50n considére la fonction g définie sur [0,1[ par : g(x) = /1 ek
1°)Montrer que g n'est pas dérivable a droite en 0.
2°)Etudier les variations de g et en déduire que g admet une fonction réciproque g~ dEIN

intervalle I que I'on déterminera.
3°)Expliciter g7(x) pour x eI

4°)Vérifier que pour tout x e {O, g{ : g(tan gj =+tanx.

intervalle J que I'on déterminera.

3°)Montrer que pour tout x de }0, g{ ' (x)>1.

4°)Montrer que I'équation f(x) = x admet dans }O, g[ 3 unique o et vérifier que

T T
oe |=,~
}6 4{
5°)En déduire le signe de : f(x) — x

6°) On considere la suite u définie sur N par

a- Montrer que pour toutndeN: u, > o %
b- Montrer que la suite u est décroissante

c- En déduire que u est convergente et d%}\ sa limite.
ke sur {O,g{ par ¢(x) = vtanx

Partie III : On considere la fonction  déf

ue ¢ définie sur un intervalle J' que l'on déterminerg
’
2X

J ((p‘ )(X):1+x4

N\,
tout x de 0,4+ @ ¢7(X) + cp‘l(%] =

1°)Montrer que ¢ admet une fonction kg

2°)Montrer que pour tout X de J0,+oo[¥

3°)Calculer (1) et montrer q

N a

EXERCICE N°14 NY
Partie I : Soit la fonction fé@?ﬁie‘ sur -11[ par: f(x)=-1+ 1X -
) —X

1°)Etudier les variations &

2°)Montrer que I'équath w

3°)En déduire le signm‘f('x) -X.

4°)Montrer que f r , une bijection de |- 1,1[ sur R.

, X+1
5°)Montrer que ftout xdeRona: fl(x)= ————
%ﬁ J1+(x+1)2
u0 € [01 OC]

/wodrsBojqipiwrapie-syjew / /:d1Y .« JIIEONPD DS / SO9DA] XNE SYIBI x xx/W0D'SBO|qIpIUIaDie-syIew / /:d1IY ««« J1IEONPD NS ‘ S990A| Xne syjepw

Partie II : Soit la suite u définie sur N par 3
Unii =f (un)

1°)a-Montrer que , pour toutnde N, 0 <u, <.

o * !‘.‘.J yibi” _l)£ aé 9.0 >
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N Heser que la suite u est croissante.
H-8déduire que u est convergente et calculer sa limite.

( 1), 1
IMontrer que pour tout xe R, ona: |f ") (X)) <——
22
1
3°)Montrer que pour toutndeNona: u,, —of <——Ju, —of .
o ] < 5= oy o

n
4°)En déduire que pour tout nde Nona: |u, —of < L up — o . Retrouver
242
Partie III : Soit la fonction h définie sur |-1,1[ par : h(x) = f[— sin(TzE XD .

1°)Montrer que pour tout x de |-1,1[ : h(x) =-1- tan(;E xj

2°)Montrer que h établit une bijection de |-1,1[ sur R.
-2

3°)Montrer que h™! est dérivable sur R et que (h’l) x) =
(1 + (x

4°)Soit pour tout x de R* la fonction H tel que : H(x) =h*(x - %%1( - 1].

a- Montrer que H est dérivable sur R et déterminer H’(x@ )

b- Calculer H[ljetH[—lj. En déduire que : H(x) = x>0
? 2 Hxe 1N si x <0

n
5°)Pour toutndeNona: v, = Z(h‘l[ij + h‘l(— 1

k=1

a- Donner la valeur de H 1+1 . En déduire gis: Vke N* : h 1 +h? 1 ). -1
K k k+1
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