TAKIACADEMY .COM
* JAMAIS PLLIS SIMPLE "

JamdAl

Integrales




MAGAZINE DE MATHEMATIQUES
Fd kK Fkok ok

Profs : EQUIPE ACADEMIQUE MATHEMATIQUES

(28 juin 1875 a Beauvais - 26 juillet 1941 a Paris) est un

mathématicien francais. Il est reconnu pour sa théorie d'intégration

publiée initialement dans sa dissertation Intégrale, longueur, aire a

I'Université de Nancy en 1902. Il fut I'un des grands mathématiciens

francais de la premiére moitié du vingtieme siecle.

' Bernhard Riemann

(allemand, 1826-1866) Ce trés grand mathématicien, éleve de
Gauss a Gottingen de Jacobi a Konigsberg et de Dirichlet a Berlin, fut
professeur en la célebre université de Gottingen, succédant a ce
dernier en 1859 (Dirichlet avait lui-méme succédé a Gauss quatre
ans plus tot). Riemann mourut prématurément, atteint de
tuberculose a Selesca (lac Majeur, Italie) ou il se soignai.
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RESUME DU COURS

1.0.0.2.0.8.0.0.8.¢

I- Notion d"intégrale :
Le but de I'intégration est de calculer la surface délimitée entre la courbe et I'axe des abscisses.
Aire du domaine associé & une fonction positive

Le domaine associé :

3
?

Nous appellerons domaine associé a une fonction f positive sur [a ; b]

, le domaine £ délimité par la courbe(, I'axe des abscisses, et les

Q

droites d’équations :

L 3

> |-~

x=aetx=b (a<b).

Ce domaine est 'ensemble des points M(x;y) du plan tels que :
as<x<b et 0<y<f(x)

Unité d’aire :

le plan étant muni d’'un repére orthogonal (O, [, ]), 'unité d’aire (u.a.) est 'aire du 1
rectangle bati a partir des points O, [ K et ]. Jl K

Sil’'ona: Ol=1cm et OJ]=2cm alors I'unité d’aire est égale a 1x2=6 cm?. o I iJ‘

<« ol
1cm

Définition 1 :

Soit une fonction continue (ou continue par intervalle) positive sur I'intervalle [a ;b]. On appelle intégrale de a a
b de la fonction f, I'aire du domaine associé a fsur l'intervalle [a;b] exprimé en u.a, le nombre noté : Lb f(x)dx.
Remarque :

b
. I f(x)dx selit: « somme ou intégrale de a a b de f{x) dx »

e g et b sont les bornes de I'intégrale.

e La variable ” x “ est une variable muette, c’est-a-dire qu’elle n’est plus présente lorsque le calcul est effectué.
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e La variable x peut étre remplacé par : t, u, ou toute autre lettre a 'exception de a et b.

e Le symbole dx n’a pas de signification sinon on rappelle la démarche des concepteurs du XVIIe siecle (Leibniz). Il
signifiait a 'époque une quantité infinitésimale (largeur des rectangles).

1
Exemple : Calculer I'intégrale suivante : ‘[ 1\/1 —x%dx
Le demi cercle de centre O et de rayon 1 a pour équation :

X2+ y?=1.

On en déduit alors que le demi-cercle de centre O et de rayon 1 pour

¥ >0 a pour équation y =+1—x%. On en déduit que l'intégrale est

. . LT
l'aire du demi-cercle de rayon 1 smtE.

Conclusion : _[11 J1-x2dx = g .

I1- Fonction continue d’un signe quelcongue :
Définition 2 :

Soit une fonction continue (ou continue par intervalle) sur I'intervalle [a;b].

o Si fest négative sur[a;b], on a alors

[ o= B M
.

-

}
e Si fa une signe quelconque sur [a; b]. LA A

[[fOx)dx=—4+4,-A+A~A ..

IIT- Propriété algébriques :

Propriété 1: Soit fune fonction continue sur un intervalle I alors :

1°) Pour tout ael ona: Iaf(x)dX:O

2°) Pour tous a, b et c de I tels que a<b<c,ona: ch(x)dx:Ibf(x)dX+I:f[x)dx
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Remarque : Ces deux propriétés résultent directement de la définition de I'intégrale en termes d’aire.
Définition 3 :
a b
Soit fune fonction continue sur [a;b], alors : .[b f(x)dx = —I f(x)dx
a

A partir de cette définition, on en déduit le théoréme (admis) suivant :
Théoréme 1 : Relation de Chasles :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, contenant a,b et c, alors :
c b c
[ F0xdx =] frx)dx+ | f(x)dx

Remarque :

e Si une fonction est paire, alors d’aprés la relation de Chasles, on a:

[ fexde=[" fexydx+ [ frxdx

= jo f(x)dx + jo“ F(x)dx
= zjo F(x)dx

e Si une fonction est impaire, alors d’apres la relation de Chasles, on a:

[ fexdde=[" prx)de+ ! fexdx
_ jo“ Flx)dx+ [0 F(x)dx
=0

Théoréme 2 : Linéarité de l'intégrale
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [ contenant a et b, alors pour tous les réels o et 3, on a :

b b b
[ Cof +Bg)(x)dx=a[ f(x)dx+B[ g(x)dx
Exemple : soit une fonction f continue sur [0,1] définie par: f(x)=5x%-3x.

[ f(x)dx =5 x?dx~3[ "xdx

1 1
Or on a vu par avec la quadrature de la parabole que : IO x%dx ==
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Quand a la deuxiéme intégrale, il s’agit de I'aire d'un triangle rectangle de c6té 1 donc:
1 1

_[ xdx =—
0 2

On en déduit alors que :

1 1 1 1
x)dx =5x=—-3x===u.a.
[ rex) S 3% =

VI - Inégalité et valeur moyenne
Théoréme 3 : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] (a<b).
1°) Positivité :

b
Si f>0 sur [a;b] alors : j f(x)dx=0
2°) Intégration d’'une inégalité :

b b
Si f>g sur [a;b] alors: [ f(x)dx > g(x)dx
3°) Inégalité de la moyenne :

b

vxe[a;b], m< f(x)<M alors m(b—a)< |’ f(x)dx <M(b-a)

v 1
Exemple : Encadrement de I'intégrale suivante : I dx.

01+x

On encadre la fonction sur [0,9] :

0<x<9

0<x<3

1<1++/x <4
1< 1 dx <9

47 1+0x

On applique ensuite I'inégalité de la moyenne :

1(9—0)<j"Lalx<1(9—0)
4 Cadx

NP
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2<9 1 dx<9

4" 14Jx

Théoreme 4 : Soit une fonction f continue sur un intervalle [a ; b]. Il existe alors un réel c [a ;b] tel

ave: fe) =" f{x)ax
—a’a
On pose alors : [L=f(c) qui est appelée valeur moyenne de fonction.
V- Primitive d’une fonction continue :
Théoreme 7 : soit f une fonction continue sur un intervalle 1. soit un réel ael. La fonction F définie sur I par :
F(x)= j f(t)dt
est alors 'unique primitive de f sur 1 qui s’annule en a.

Reégles d'intégration :

Du fait des régles de deriviation et de la linéarisation de l'intégrale, on en déduit les regle suivantes en reprenant
comme constante d’intégration k=0 :

IV- Primitives élémentaires et régles d intégration :
Primitive de la somme I( u+v)= J. u+ Iv

Primitive du produit par un scalaire .[ (ku)= kju

n+1
Primitive de u’u” J. u'u" =
n+1

u' u' 1
Primitive de — n#1 J—n =—
u

u (n—1)u""

u' u'
Primitive — —= 2\/5
Ju Iz

u
IIV- Caleuls dintégrales
1°) Calcul a partir d’'une primitive
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Théoréme 8 : f est une fonction continue sur un intervalle I. F est une primitive quelconque de f sur I, alors pour

tousréelsaetbona: I:f(x)dx=F[b)—F[a]
On note alors : F(b)—F(ajz[F[x]]z

Exemple

2
1) Calculer l'intégrale suivante : J_l( x?—4x+3)dx

2 X3 ?
L[xz—4x+3)dx = ?—sz +3x
1

=[§—2x4+3x2]—(—1—2—3j
3 3

=§—8+6+1+2+3
3 3
=6

L, 2 3x
2) Calculer l'intégrale : Io de
X"+

2 3x 32 2x
I z de=_f Z. 1P
0 (x“+1) 290 (x“+1)

31 T
2] x*+1),

2°) Intégration par parties

Théoréeme

Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a ;b] et admettant des dérivées u’ et v’ continues.

Alors Lb u(x v'(x )dx =[u(x )v( x]]s - I:u’( X )v(x )dx
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Calcul des surfaces et des volumes :

Théoréme : Etant donné deux fonction f et g continues sur 'intervalle [a;b] l'aire du domaine délimité par les

représentations graphiques de f et g et les droites d’équation x=a et x=b est, en unités d’aire, égale a :
b

[fx)-g(x))ax.

ITIV- Calcul de volumes :

1°) Volume d’un solide de révolution

Théoreme : Etant donné une fonction f continue sur 'intervalle [a ; b], le volume du solide de révolution engendré

par la rotation, autour de I'axe des abscisses, du domaine délimité par I'axe des abscisses , la représentation

b
graphique de f et les droites d’équation x = a et x=b en unités de volume, égale a : J. TC[ fl X)]2 dx.

Exemples :

2°) Calculer le volume d’une boule de rayon R.

Une boule de rayon R est engendrée par la ratotion d'un demi-disque autour de son diametre. Pour simplifier des
choses, utilisons un demi-disque centré en O et dont le diametre est sur I'axe des abscisses. Il est défini par :

2, ,2p2 2o p2_ 2
xX“+y“<R <R“-Xx
¢ =17 <0< y<JR?-x?
y=0 y=0

Ce qui montre est sous la courbe représentant la fonction f : x> VR?—x2.

V= fRn[f(x)Zde = _[_RR n(R? —x?)dx = ZI: n(R? —x?)dx (fonction paire)

3
V= ZEI:[RZ—Xz)dX = ZTC[Rs —R?J = %ﬂ;R?‘
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3°) Calculer le volume d’'un céne de hauteur h et dont le cercle de base a pour rayon R.

Le cone est engendré par la rotation d’'un triangle rectangle . le cours de seconde donne immédiatement une

R
équation de la droit sous laquelle se trouve le triangle. Elle représente la fonction: f: x> —x.

V= jo"n[ F(x)]?dx = johnl}j—szdx

RZ ch " RZ B R2h
V:’}'[— = _— =T—X—=
K2 Jo W33

Bh

En remarquant que TR? est l'aire du disque de base, que 'on désigne souvent par B, la formule devient : V =
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