jDéterminer alors F(l),F(\/§ ) etF
‘ pycees

I .fzgizs 7
5]

d- Montrer que c = g

EXERCICE N°11

2
Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par : f(x) = 2)(7+1 .
X2 +x+1 (.
1°) a) Calculer la limite de f en +<.
b) Etudier les variations de f sur [0 +oo[ et dresser son tableau de variations. “

a) Pourquoi peut-on affirmer IeX|stence de Fsur[0; +c>o[ ?
b) Quelles sont les variations de F sur [0 ; 4o ?

3°) On définit sur [0 ; +oo[ les fonctions H et K par H(x) = F(x) —x et K
a) Etudier, sur [0 ; +oo[, les variations de H et K.
b) En déduire que, pour tout x > 0, on a : gx < F(X) € X. %@% w

¢) En déduire la limite de F en +<o. '
4°) a) Démontrer que I'équation F(x) = = admet une solution %Je o sur [0 ; 4o

Y

b) Montrer que I'on peut préciser : n< o < %n.
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Notion d’intégrale d'une fonction

Le plan étant muni d'un repére orthogonal (O ; i, ]

et OIKJ rectangle.
L'aire du rectangle OIKJ définit alors I'unité d'aire (u.a.). J K

Aire et intégrale d'une fonction positive % N

Définition (N

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] et C sxxgdrbe représentative dans le
repére (O ; J) }k

L'intégrale de a a b de f est le réel noté _f f(x)dx, égal a Ialre,%mee en unités d'aire, du domaine

D délimité par C, I'axe des abscisses et les droites d' equatlo%2 tx =

Remarque
a et b sont les bornes de I'intégrale et x est une variable $hyeX ‘ il (,\
elle n'intervient pas dans le résultat. On peut la rempl p Ies lettres t ou (

u, ainsi : j f(x)dx = j f(t)dt = j f(u)du
%k

Valeur moyenne ‘
Définition %@@,

ﬁ%

Soit f une fonction continue et positive sur alle [a ; b] avec a < b. La valeur moyenne de f su

[a; b] est le réel u = _J‘ f(x)dx

La valeur moyenne de fsur[a; b] e %e réel  tel que le rectangle de dimensions p et b - a soit
de méme aire que le domaine D dé 'n(qt
d'équations

x=aetx=bhb

oar b
Intégrale et primi

ion continue, positive et croissante sur un intervalle [a ; b]

Intégrale d’un&%%
Théoréme : "

Soit f une fonction*continue, positive et croissante sur un intervalle I = [a ; b] . On note C, sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repére orthogonal.

On définit sur [a; b] la fonction A : x — j:f(t)dt et on fixe xg dans [a ; b]

o * !‘.‘.J yibi” _l)£ aé 9.0 >
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par la courbe représentant f, |'axe des abscisses et les droiteg
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JREBHA est dérivable sur I et sa dérivée est f
qULX

‘Ptimitive d'une fonction continue
Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] 2

*)La fonction ® définie sur [a ; b] par ®(x) = jax f(t)dt est :L'unique primitive de f su qui

s'annule en a %
Remarques :
» La fonction ®, définie dans le théoréme, est donc dérivable sur [a ; b] , de dégy¥eaF

Ce résultat montre que toute fonction continue sur [a ; b] admet une, donc des b fiitives sur [a ; b]
Plus généralement, toute fonction continue sur un intervalle I quelconque adr%es primitives

e Soit F une primitive quelconque de f sur [a ; b], alors jabf(t)dt = F(b) -

*)Soit u une fonction dérivable sur un intervalle J tel que u(J) c I. Alorgfyonction F définie sur J par
F(x) = Iau(x) f(t)dt est dérivable sur J et F'(x) = u' (x)f(u(x)), pour touf(Xde
*)Soit I un intervalle centré en 0 et soit a un réel de I.

e Sif est impaire alors j_aa f(t)dt=0
« Sifestpairealors [ f(t)dt=2[ f(t)dt

e Sif périodique de période T alors I:”f(t)dt = IOT f(t)d

Propriétés de l'intégrale v
Relation de Chasles 37
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Pour { USRS

[CFeadx= [ Fadx + [ FOadx

Soit f et g deux fonctions continues sur un in I et k un réel.
Pour tous réelsaetbdel, ona:

I:(f+g)(x)dx = j:f(x)dx + j:g(x)dx

Linéarité %

D

v j:(k.f)(x)dx =k x Lbf(x)dx

’ )

Intégrales et inégalités

Soit f une fonction définie et conti Qe ar un intervalle I de , et a, b deux réels appartenant a I.

b
Sia<betf>0surlintervalle I, Hf(X)dx>0. |Sia<betf<O0surlintervalle I, alors Jf(x)dx <0.

N La
%‘ b b
Siazbetf>0sur I'interval%lors jf(x)dx <0. |Sia=betf<0surlintervalle I, alors If(x)dx > 0.
A a

Conservation de lI'o )

ti%’éontinues sur[a; b]. Sif < gsur[a; b], c'est-a-dire si, pour tout réel x de

b

rs j f(x)dx < _Tg(x)dx

a

a

Soit f et g deux fo
[a;b], f(x) =g

Inégalités de la byenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a et b deux réels de 1.
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' b
m(b a) < j f(x)dx < M(b —a)
‘ [ycees

> S'il existe un réel M positif tel que | f | < M sur I, alors

j f(x)dx

<M|b-a | \
Intégration par parties %

Soit u et v deux fonctlons dérivables sur l'intervalle I telles que u' et v' soient cont| RS
b

réelsaetbdel, ona: J'u (x) x v(x)dx = [u(x) x v(x)]2 - Ju(x) x V' (x)dx
a a
Aire d'un domaine compris entre deux courbes NZ
Théoréme : /
Soit f et g deux fonctions continues, a et b deux réels de I tels que a < bé N o

b
I'aire en u.a. du domaine limité par les courbes C ¢ et C 4 sur [a, b] est@)} " ﬂg(t) —f(t)|dt

7 L/\ 1
N7

J

b b N c d b
A= [f(x)d A =—[f(x)d ' A = [f(x)dx - [ F(x)dx + [ f(x)d
'!(X) X !(x) X !(x) X !(x) x+£ (x)dx

N

Volume d'un solide N
L'espace est muni d'un repére orthonormal (0, J, J, U ité de volume (u.v.) est le volume du cub

construit sur (0, J, J, K). %
Théoréme ™
On considére un solide (Z) limité par les plans p&aléles d'équations :
z=aetz=Db(ach) [ )

z=aetz=Db(a £ b).
Pour tout z (a £ z <b), on 0,1(\ f
e P ,le plan perpendiciiaire a (Oz) et de cote z ;
e S, lairedela sec,‘u solide par le plan P ,.

Lorsque S est une fonct%)ntmue sur [a, b], le volume V du solide est calculé (en u.v.) par :
b

i 4

V= [/ @

a

< Soit f une fo§%§2continue et positive sur [a,b]. le volume V du solide de révolution engendré par|

la rotation dVRY AB = {M(x,y)/ y = f(x) et a < x < b} autour de I'axe (O,>i) est le réel :

JwodsBojqipiwrapie-syjew / /:d1Y s« JIIEONPD DS / SO9DA] XNE SYIBI x xx/W0D'SBO|qIpIUIID|R-SYIewW / /:d1IY «x« J1IIEONPD NS ‘ S990A| XNe syjepw

b
V= nj f2(x)dx
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EXERCICE N°1
Calculer les intégrales suivants :

-2 ( X1l 25|n2t)dt ' gcosz(x)dx , 4tanz(X)dx 25|
) It=2 —x-1] ; N
[ \/ﬁdx , J} tsin(t)dt , joitzsin(t)dt, [tV tdt, j/%xs'”x ,%

[} @t+1)sina(e +t+ 1)t

EXERCICE N°2

On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = sin* x
1°)Exprimer sin® x ainsi que cos2x en fonction de cos2x.
2°)Exprimer sin® x en fonction de cos2x et cos4x

3°)Calculer J'Og f(x)dx

EXERCICE N°3
1°)Soit f une fonction dérivable sur [a, b]et sa dérivé " esiRg

Montrer que j xf'(x)dx + j f(x)dx = bf(b) - af(a)

2°)Calculer I Jx +1dx et en déduire j dx ‘\
Ix+1 élk
%

mue sur [a, b].

EXERCICE N°4

Soit f la fonction définie par : f(x) = 4v/X —x p %but x de [0,4].

1°)Montrer que f admet une fonction réciproqu&-R que vous calculez.

2°)Soit ae [0,4], calculer les intégrales : I(EWRT(x)dx et J(a) = '[Of(a)ffl(y)dy
ométriquement cette derniére relation.

EXERCICE N°5

On considére l'intégrale : I, = J':x” ‘
1°)Justifier I'existence de I, et dét une relation de récurrence de I, et I, ;, pour tout n de N
2°)Calculer I, = jol J1-xdx et I'<

3°)Calculer I, en fonction de 3
4°)En faisant un changeme |
expression de I . * :

EXERCICE N°6 %

Dans le plan P oriente =~f‘x\~; “repére orthonormé (O,},i).

1°)Soit f la fonction \"ﬂi a variable réelle définie par f(x) = x + V4 — x2.
Etudier f et constryjreXs@courbe ¢, dans P.

2°)oit g la fonctidw.dfinie sur [0, 7] par g(x) = '[OZCOSX\M —tadt.

a)Montrer que g ¥gtdérivable sur [0, x] et que g'(x) = —4sin2x.

/wodsBojqipiwrapie-syjew / /:d1Y .« JIIEONPD DS / SO9DA] XNE SYIBI x xx/W0D'SBO|qIpIUIID|e-syIew / /:d1IY ««« J1IIEONPD NS ‘ S990A| Xne syjepw

b)Calculer QGJ En déduire I'expression de g(x) en fonction de x .
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(‘5{@ par {,l'image de {; par le symétrie centrale de centre O et on pose £ =¢, UC,.

.0"'-5'
\ L9 & i ¢, et donner une équation cartésienne de { dans le repere (O [ J)

dERCICE N°7

La suite de Wallis définie par :w, = IOE (cos t)"dt ol n est un entier naturel

1°) Calculer wq et w;
2°) Montrer que la suite (w,, ) est décroissante

3°) Montrer, pour tout entier naturel n : w,> 0. En déduire que la suite (w, ) es

n+1 N
4°)Montrer que pour toutnde N: w,,, =——Ww A&
) q p n+2 n+2 n
n 1)2
5°)Montre que pour tout nde N :  w,, = Tlon g Won,y = 4 (nt)

2x4" (2n+1)
6°)Montrer pour tout entier naturel n, 0 < 2n+1 < Wanur ¢4 2\

2n+2° Wy, @
En déduire que Lim Wont _ %
Note Woo %

2X4 X6 X .. X 2N
1x3x5x...... x (2n — 1%

st constante.

VAt

7°)Etablire la formule de Wallis : Lim

N—>-oo

8°) Montrer que la suite (u,) de terme généralu, = (n+ l)w
EXERCICE N°8

Soit I, = [ (x> ~1)" dx.
1°) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou%i 1:2n+1)I,=-2n1,4.

2°) En déduire I'expression de I, en fonction de n
EXERCICE N°9 %@

p et q étant deux nombres entiers positifs ou r@w pose : B(p, q) = I tP(1-t)9dt.
1°) Comparer B(p, q) et B(q, p).

, 1) (p=1).
"N ; en déduire B(p, q).

EXERCICE N°10
Pour n entier naturel non nul on dé ‘?% uite (S,) par :S, =1+ —+ 1 +i+...+ 1

21/3 31/3 n1/3
1°) Justifier pour k entier natur@
xi73

2°) En déduire Iencadreme

3°) que peut-on dire de I1te (Sn) ?
4°) A l'aide d'encadrem 'Q?:\h alogues, montrer que la suite (T,) définie par :

1 1
T = 1+24/3 34/3

2°) Etablir la relation : B(p, q) = q— (P

%

3°) Calculer B(0, n) pour tout n apparteRaut)

k +1
' C].IX3 < 113
xt/3 7 kY

ul I'encadrement : 1 73 sj
+1)
S, n_dX +1.

3 - 1/3

est convergente.

EXERCICE N011 ; ‘
On defini a Smt% Hn = I:Mtanz“*z(t) dt.

1°) a) Rappeler Iat aleur de la dérivée de la fonction tangente sur }—g,g{
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b) Calculer alors up.
2°) Montrer que la suite u est décroissante.
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\aths )
antrer que quel que soitndans N : Upy1 + Uy = .
2n+3

' En déduire que pour tout n dans N : 1 <u, <

2(2n + 3) 2(2n +1)

5°)On pose S, = iﬂ
" A 2k+1

a) Montrer que pour toutndans N : S, = g+ (-1)"u,

b) En déduire la limite de S, lorsque n tend vers +oo,
EXERCICE N°12

On considere le fonction f définie par : f(y) = E—dsmiXY) X .
2

1°)Justifier I'existence de f pour tout y de R.

2°)Montrez, en utilisant la formule de la moyenne que, si a et b deux

ce [a,b], tel que% = cosC.

3°)Montrez les inégalités [sinb —sina| <|b - 3| et |cosb - cos | Siﬁﬁ%', pour tout a et b de R.

4°)Soit y, € R. On pose A = Ecos(xyo)dx.
2

f(y) —f(y,)
Y—Yo

£ (yo) ‘\2
EXE(I)QCICE N°13 \@

Soient f et g des fonctions continues sur|a, b].

Montrer que lim
Y—=Yo

- AJ = 0. En déduire que f

j: F(x)dx j: g(x)dx > (b —aP

EXERCICE N°14
Soient f et g des fonctions continues g

1°)Justifier , I'existence de deux ré ‘f tel que , pour tout x de [a,b] :

2°)Démontrer que si g(x) garde, igne constante sur [a b] alors m <

EXERCICE N°15 %A
Soient f une fonction contid®s sur [a, b].

1°)Justifier , I'existence “(N r
Par la suite on sup uea <betM >0.

2°)Prouver que I F(] S

) " j f(t)"dt <M

4°)Démontrer q el que soit le réel & > 0, il existe un intervalle [c,
de [o, B \f(x)‘ >M=eg.

3°)Démontrer q

5°)En déduire que j f(t)"dt>M—e)'(B-c)

o * !‘.‘.J yibi” _l)£ aé 9.0 >
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réel M tel que , pour tout x de [a,b] : [f(x)| <M

puis calculer I|m u, et lim 2nu,

m<f(x)<M
j fOg(yde _
L g(t)dt

B] < [a,b] tel que, pour tout x
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1°)Prouver que , pur tout X e [0,1] : 1-x® <41-x* <1-=x2

2°)En déduire que : a_. f(a) < 2
1+a

A—>+oo
EXERCICE N°17
1°)Soit C = {M(x y) / y=+41-%x2 ,-1<x< 1} et S le solide obtenu par rotaffeyy) "‘
I'axe (Ox).Calculer le volume de S. N
2°) Soit C = {M(x y) / xy=1 1<2x< 2} et S le solide obtenu par rotatl%n
(0x).

Calculer le volume de S.
3°)Déterminer le volume du cylindre engendré par les rotations d’axe {

y =Ret 0<x<h avec h,ReR’

EXERCICE N°18

2 P
1°)Calculons le volume de S, définie par : ‘X‘ + M <2- §z ,
0<z<3

2°) Calculons le volume de S, définie par : {
3°) Calculons le volume de S, définie par : {x2 + y2 +

4°) Calculons le volume de S ou S est une sphere d R
EXERCICE N°19

3

On considére la fonction f définie sur [1,+[ p ?‘g%y =— eton pose pour toutnde N* : s =

1°)Vérifier que f est décroissante et positive:
2°)Montrer que (s, ) est décroissante.

3°)Calculer [[f(t)dt, n>1 et en déduigd QR0 < [ f(t)dt<E et calculer lim (jl f(t)dtj.

N—s-+oo

4°)Montrer que pour tout entier & > 2 : ,Jf(t)dt <fk) < j f(t)dt

s - f(1 )< [ttt

6°)En déduire que (s,) est conf(e ‘ hte et donner un encadrement de sa valeur.

5°)En déduire que pourn >1: Jm

EXERCICE N°20
Soit f une fonction définie ontlnue et croissante sur [0 +<>o[

: k+1
pout entier k vérifiant 0 <k <nona %f[gj j n f(x)dx < = f(k : 1}

n

/wodrsBojqipiwrapie-syjew / /:d1Y .« JIIEONPD DS / SO9DA] XNE SYIBI x xx/W0D'SBO|qIpIUIaDie-syIew / /:d1IY ««« J1IEONPD NS ‘ S990A| Xne syjepw

4°)Application : On prend f(x) = x® ou p un entier tel que p > 2.
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. 142 +...4n° 1
jque lim : =
N—>+oo nP* p+1

EXERCICE N°21
Pour tout entier naturel n, on définit les nombres x, et y, par : x,, = j; t" cos t dt,

1°) Calculer xq et x;.

2°) Montrer que les suites (Xn)ner, n €t (Yn)ner, N SONt décroissantes et qu'elles son
admettra que ces suites convergent.
3°) Montrer, a l'aide de deux intégrations par partie, que pour tout entier natureg
Xny = —(n+ 1)Yn +sin(1), et Y = (n+ 1)Xn — cos(1), A
En déduire que :nILnD Yy, = lim x,=0,et lim nx, =cos(1), lim ny, —Jsin ‘

N— oo N— oo N— oo

Q&
EXERCICE N°22 AN
1°)Soit ne N*, On pose s, =1+e® +...+e™D  te [0, n]. @
a) Donner en fonction de n et t , une autre expression de s, %% 7
o sin(gjt
b) En déduire que : ) coskt =
k=t sin

2°)Pour tout ne N*, on pose : I = On

n

a) Calculer '[ontcos(nt)dt
b) Calculer '[0" t2 cos(nt)dt

c) Endéduire que I, = L
n2

al (& t2
3°)Montre e: coskt | —
YMontrer qu IO KKZ_I: )[Zn

ie*sur [0,7] et ¢ sa dérivé, est continue sur [0, ].

;‘q)(t) sin(xt)dt .
< jo @' (t)|dt
<~ | 000+ o)+ [

..., o(t) sin(xt)dt = 0

'J _(2n+1
8 ) | sin 5 t
5°)Vérifier que p [0,n] : 1+2) coskt = —
f k=1

a) Intégrer, une fois, par p@

/
dOs(xt)dt

b) Montrer que : jon¢'(

Ry sin(xt)dt

¥ (tat

2sin—
2
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2n ;
e oft) = o si te o,
2

-2 si t=0 %%

a) Montrer que ¢ est continue sur [0, r]

b) On suppose que ¢ est dérivable sur [0, x| et que sa dérivé ¢' est continue v
X .
T

c) En déduire que : lim 1+i+...+l = %ﬁ
ol 22 ") 6 )
N

@u
§§k

N
Ny

R
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e
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