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Définition

La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur ]0, + oo[ , prend la valeug Q
In: 0,4+ >R,

continue sur ]0, + oo[ et admet pour dérivée la fonction x — l.
X

Soit a et b deux réels strictement positifs et a;,a,...a,>0

a 1
In(b] =Ilna-Inb In(bJ =—-Ilna

In(a”):nlna

In@@b)=Ina+Inb

In(@,.a,..a,)=Ina, +Ina, +...+Ina,

elnx <0 sietseulementsi 0 <x<1
elnx =0 sietseulementsi x=1

elnx > 0 sietseulementsi x € ]1; + oo] .
e La fonction x — Inx est strictement croissante sur 10 ; +Q[ 9"

Soit n et m deux entiers naturels non nuls

. . . Inx .

im INX=4c | limINX=—-| lim — = [im xInx=0
X —>+oo x—=0" Xo+e X x—0"

. In(l +x . Inx . In"x .
|Im(7)=1 im——=1 | lim =0/ limx"In"x=0
x—0 X x—1x -1 X—teo Y x—0

Tableau de variations et courbe de In
la fonction In réalise une bijection de m .
R. vers R donc il existe un unique réel, @% i

noté e, vérifiant Ine = 1.

0 +oo

X
1 +

;

A

J

N
,

n X =1, est

69 — @§

Soit u une fonctio d‘ble et strictement positive sur un intervalle 1.
La fonction x — Ir&% ), notée In u, est dérivable sur I et on a :(In u)'
U \@

u N
2°) Primitive de'ln u
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I qui ne sannule pas sur I
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aths . o .
e sur l'intervalle I de la fonction — est la fonction In |u] + ¢
u

La fonction x> xInx-x est une primitive de la fonction x - Inx sur R

Fonction logarithme décimale :

Inx

C'est la fonction log, définie Jo,+e[ par logx = 10

(IoglO =1,log10* = x)

e
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EXERCICE N°1
1°)Soit g la fonction définie sur J0,+~<[ par : g(x) = xIn(x) —=x + 1 .
a) Etudier le sens de variations de g
b) En déduire le signe de g .
2°)0On considére la fonction f définie sur Jl,+o| par : f(x) = @
X j—
a) Etudier les limitesdefen 4+« etenl.
b) Dresser le tableau de variation de f .
c) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonor
EXERCICE N°2

1°)Soit f la fonction définie par : pour tout x > 0 : f(x) = In(x +1)%§§ 4

a) Etudier les variations de f R
2 1
b) En déduire que pour tout x > 0 : x —X? <In(x +1) \ % "“
. e N0 x2 X3
2°) Soit f la fonction définie par : pour tout x > 0: f(x) = I%‘l)— X4 ———

a) Etudier les variations de f \QX

b) En déduire que pour tout x > 0: In(x +1) < % N

o : Lo + In(1 + x) %
3°)Etudier la limite éventuelle en 0* de —XZ%%
EXERCICE N°3

Soit f définie sur 1-1, 1[ par f(x) =(1 — x2)In.

b
3

A Montrer que f est continue. Etudier la parité

de f et montrer que f se prolonge en un
EXERCICE N°4

Soit g définie sur R’ —{L}par g(x) = E\% Y
1°)Que valent g(0), g(1) ? N
2°)Etudier la branche infinie de N
EXERCICE N°5 )

R, X exln"(lj
X

1°)Montrer g, que est contiifae sur 10, 1[

2°)Montrer que g, adme prolongement par continuité f, sur [0, 1].
EXERCICE N°6 "
On consideére la famill&Wle ¥onctions (f)nn+ définies sur ]-1, +oo[ par fy(x) = x" In(1 + x).

Soit n appartenant a N. g, :

(S

Soit n € N*, on note & fonction définie sur ]-1, +oo[ par h,(x) =nIn(1 + x) + 11()( .
1) Etudier le sen &riation des fonctions h,,.

2) Calculer hn(O%@en déduire le signe de h,.

3) Etude du cas p&ticulier n = 1.

a. Apres avoir justifié la dérivabilité de f; sur -1, +o[, exprimer f;'(x) en fonction de h;(x).
b. En déduire les variations de la fonction f; sur ]-1, +oof. ]
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- er la dérivabilité de f, sur -1, +oo[ et exprimer f,,'(x) en fonction de h,(x).

~En déduire les variations de f, sur J-1, +oo[. On précisera les limites aux bornes.
EXERCICE N°7

n
I. On pose, pour tout entier n supérieur ou égala 1, v, = Z%

1°)Montrer que : Vk e N*

1 k+11
, <|  =dt.
k+1 jk t
2°)En déduire que : VYne N*, v, <In(n)+1.
I1.0n considére une suite (u,) définie par son premier terme u, = 1 et par la @@

. 1
valable pour tout entiern: u,,; =u, +—

n
a)Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est parfaitem
positif.
b)En déduire le sens de variation de la suite (uy).
2°)a)Pour tout entier k, exprimer u,,,*> —u,” en fonction de u,”. %g\g

P 2 tq %‘
b)En déduire que : Vne N*,u,” =2n+1+ > — y
k=0 uk

c)Montrer que: Vne N¥,u,® > 2n+1. En déduire la limite del§ ¢
3%)a)A l'aide du résultat précédent, montrer que, pour tout f‘n supérieur ou égal a 2 :

3

u,’ s2n+2+%vn71

b)En utilisant la partie 1, établir que, pour tout entier %ieur ou égal a 2,
5 In(n-1) 2\

un2 < 2n+5+ > . %gkv
C)En déduire nanDmu—”n-
,

EXERCICE N°8
1

x.In(x)

mie représentative.
K23 f(k) < J‘kkilf(x)dxg f(k-1).

1°) Etudier les variations de f et tracer s
2°) Montrer que pour tout entier k tel@ue
Q WV

Pour tout n € N tel quen> 2 on Zf(k).
N k=2
A )) 1 n 1
3°) a) Montrer que pour tout Ns¥el quen>2: S, - < f(x)dx <SS, — .
) @) Montrer que pour tout {j s §j¢e! qu 2.In(2) J, foodx<s, n.In(n)

b) En déduire que pour tout%ﬁgﬁR telquen>2:
In(in(n))-1In(in(2)) < S,, <aI(n))- In(In(Z))+%In(2)

c)Calculer alors lim

n>2onnote :u, =S, —In(n(n+1)) et u, =S, —In(in(n))

4°)Pour tout n € N teNd
Montrer que les suites,(Un)n=> et (vq)ns2 Sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.
%‘ 1

n.In(n)

5°) a) Montrer g j‘urtoutne Ntelquen>2:0<v,- (<

b) En déduire une valeur approchée de 7 a 10 prés
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¥ n
! gge‘éour tout élément n de N* : Z;
p=1
p+1
1)a. Montrer que : V p e N*, ﬁ L
t p+1

b. En déduire que : V ne N*, u, <1 + In(n).

> . e 0 :0
2°)On considere la fonction ¢; definie sur R, par : {(pl( )
¢; (x) = x(1 +In(x))

Montrer que o, est continue sur R,.

3°)Pour tout réel x positif et pour tout entier naturel n non nul, on pose :

a. Montrer que pour tout élément n de N* la fonction ¢, est parfai
surR,.  Que vaut ¢,(0) ?
b. Vérifier qu'il existe deux suites (an)nen+ €t (bn)nen+ telles que: ‘, LN
on(X)= X" (an+b, In x).

a
On montrera que: Vne N*¥ap =—"— -

n+1 (n+1)2

5°)Calculer b. &
6°)Pour tout élément n de N*, on pose : ¢, = n! a,. w\

a. Montrer que ¢, =2- u,.

b. En déduire que pour tout entier n supérieur ou %\% 1l <1+ In(n).

¢. Conclure que lim a, = 0.

N—>+oeo ) N
EXERCICE N°10 % ’
1°) Soit x > -1. Démontrer : In(1+x) < x . %

2°) Soit k dans 10, 1[ et soit (u,) définie par u,

a) Montrer que (u,) est croissante.
b) Montrer que la suite (v,) définie par v, =
¢) Montrer que (u,) est convergente. \
EXERCICE N°11

(N, 11 1
un=1+§+—+...+ﬁ—ln(n) RV, ‘,1+E+§+...+H—In(n+1)

acentes. On sera amené a étudier les VARIATIONS, puis le

ff<r;f(x)=ln(xj+1;g(x)=|n[x+1)+1_
) X X+1

X+1

+1 X+2
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