népérien.
*)Pour tout réel x et pour tout réely > 0, : y =¢e* < x =In(y)

*) Pour tout réel x, In(e*) = x
*) Pour tout réel x>0, e"® = x

*) Pour tout réel x : e* >0 %Q
*)Pour tout réel x : (ex) =e” %

Soit deux réels a et b @4\
e™ =e’ xe’ edb _ e’ e = 1 | pour tout entier n : e%%\(\%}
e’ Ch
a Pa
Pour tout entier =2 : e% =e? Pour tout entier (\ak%et tout entier p : e9 =%eP

Les limites

lim e = +e lime* =0 lim @t
X—>+o0 X——00 X—H—wg

e’ -1 . e™ mnx

lim =1|Vm,neN*: lim — =+ | VYM,ne 1 x"e =0
x=»0 X X—+eo }M W\7

Théoreme %‘} )

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
*)La fonction f : x > '™ est dérivable sur I et .

) =u'(x)e'®, xel
*)Les primitives sur I de la fonction x - u (x '1 les fonctions x > e"™ +k, keR.

Puissances

Soit un réel a>0. Pour tout réel b, on posb'“(a)
Propriétés \Q /
Pour tous nombres réels strictement pogi)e
N\VAJ
c-d _ a@\% ac a ¢
AN

Définition et propriétés @§V

c+d C

d
a®=a‘xa’ | (@) =a“ | a

Soit un réel a>0. 1
*)On appelle fonction exponedtilig/de base a la fonction x — a*.
*)La fonction x - a* est deable sur R et sa fonction dérivée est la fonction x - (Inaja*

*)Si a > lalors lim a* = lim a* =0
X—>too \ X——o0
*)Si0 < a < 1alors lify =0 ; lim a* =+
X X—>—o0

Définition et prop

Soit r un rationnel {
*) On appelle fon% uissance r la fonction x > x" =e"™® x>0
*)Sir > 0 alors K" =+ ; lim x" =0

XNKoo x—0%

*)Si r< 0 alors lim x" =0 ; lim X" = +e0 lim @* = 4eo

X—>+oo x—0* X——o0

*)La fonction x - X" est dérivable sur R’ et sa dérivé est la fonction x > rx"!
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A
Théoréme
Soit r un rationnel strictement positif.

AY
x*t +k, keR.

lim

X—>+oo

In x
XI‘

=0

lim x"Inx=0

x—0*

[im — = 4o

X0 X
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EXERCICE N°1

1-et

Soit la fonction g définie sur [0, +eo[ par g(t) = sit>0etg(0) =1

1°)a)Etablir que g est continue en 0.
b)Déterminer la limite de g en +oo.
2°)a)Pour tout t > 0, calculer g'(t) .
b)Prouver que pour tout t > 0,1+t <e".
¢)En déduire le signe de g' et le sens de variation de g (on ne demande p
courbe représentative de g). .
3°)On se propose d'étudier la dérivabilité de g en 0. A cet effet on intr
sur

t2
[0, +oo[par :h(t) =1-t+ 5 e’
a)Calculer h' et h", ainsi que les valeurs de h(O) et h'(0).

3

b)Prouver que pour tout : t>0 : 0 <h(t) < % (D

pour cela, on établira d'abord que 0 <h''(t) <t et on en d& 7un encadrement de h' et de h.

— _t f—
c)Déduire de la relation (I) un encadrement de ﬂ uver finalement que g est dérivable

en 0 et donner g'(0). N/
4°)Construire la courbe représentative C de g., le p$ §gnt rapporté a un repere orthonormal.

Y

Partie A. ‘
On désigne par f la fonction définie sur R pat @

N

0,i,j). W
EXERCICE N°2 %
=e

X
2 —e*et on appelle C la courbe

représentative de f dans le repére orthono{palo, i, j
1°) Etudier les variations de f. Preciser % tes de f en - et en +eo.
2°) Déterminer le signe de f(x) en fon X.

3°)Tracer la courbe C.
Partie B.

X

N | X

Dans cette partie, on se propos es —e

On note G la courbe représ
1°)Préciser les limites de -  0o, €N +oo et en 0.

2°)Calculer g'(x) et déterr le signe de g'(x) en utilisant le signe de f'(x) et le signe de f(x) .
&

Dresser le tableau de vgkiak®n de g.
3°)Démonter que po F'x réel strictement positif : g(x) - x = In(l - e_ZJ

T~

Montrer que la deit&D) d'équation y = x est asymptote a la courbe G. Etudier la position de la
& D pour tout x réel strictement positif.

courbe G par ra
% x
4°)Démontrer queour tout x réel strictement négatif: g(x) — g = In[l —-e? J
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Et dler Ia p05|t|on de G par rapport a d pour tout x réel strictement négatif.
5°)Construire G, D et d dans le repére (0, i, ]) On utilisera un graphique différent de
partie A.)

EXERCICE N°3

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul.

t
On considére la suite (u,) définie par :u, = Ij%e“dt
+

2t+3
t+2

1°) Soit ¢ la fonction définie sur [0;2] par : ¢(t) =

a) Etudier les variations de ¢ sur [0;2].

b) Montrer que, pour tout réel t dans [0;2],0n a

2
c) Par intégration en déduire que :;n(en -1)<uy, <

2°)a)Calculer l'intégrale T = I 2t+3, 3

b) Montrer que, pour tout n de N* :

sa limite 7.
EXERCICE N°4

Soit f définie sur R par : f(x) = LZX e ¥dt

1°) a) Etudier la parité de f. ‘
b) Déterminer le signe de f(x) suivant les va
¢) Montrer que f admet 0 pour limite en +, WA

b) Etudier la variation de f. Préciser les .\“. :
c) Calculer f "(x) et déterminer son si n%

d) Construire C; (on admettra que Ie% um de f est sensiblement égal a 0,3).
EXERCICE N°5

On note, pour tout nombre réel

1°) Calculer ug(a).
2°) Soit a > 0 donné.

a) Montrer que pour tout gﬁl

b) Montrer que la suite

+1
% ) est décroissante.
c) Déterminer la limite a) quand n tend vers +co.
39)

a) A l'aide d'une intégha®n par parties, montrer que pour tout n dans N :
aun+1(a) =-1+ (n ‘ un(a)

an+1

| n k
b) Montrer par r nce sur n que pour tout ndans N : u,(a) = ke {ea - Za—} .
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ERCICE N°6
ycée :
~ n'sidiere la suite (U, ) définie par :pour tout entier naturel n non nul, U, = j(l —t)"e'dt

En déduire la valeur de U; .
2°)Montrer a l'aide d'une intégration par parties que, pour tout n non nul,U,,; = (n.&
3°) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, U, > 0 :
4°)a) Montrer que pour tout réel t de l'intervalle [0 ; 1] et pour tout entier natur,

(1-1)" ef<ex(1-t)"

b) En déduire que pour tout n non nul, U, <

0
1°)Montrer que la fonctionf : t - (2 — t)e" est une primitive deg: t — (1 —t)e' sur [O@
Pad

e
n+1
5°)Déterminer la limite de la suite (U,)
EXERCICE N°7
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, T, ) ; (unité graphif
Partie A ¢
On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; + o [ par : f (x$
On désigne par (C ) sa courbe représentative dans le plan. :
1°) a) Déterminer la limite de f en + o . %
b) Montrer que, pour tout x appartenant a l'intervalle [0 ;+ e [{@\a :f(x) = x + In (1 + ).
En déduire que la courbe (C ) admet comme asymptote la drqftaly) d'équation y = x .

d) Etudier la position relative de (C ) et (A).

2°) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau , riation.
3°) Tracer la droite (A) et la courbe (C). M
Partie B ‘

Pour tout x appartenant a l'intervalle [0 ; + o [,

2 1_In(1+a)<a
4°)Soit x un réel strictement positif.

1—2x

- , 1 1
Déduire de la question 3° 5 In2 - > M) < F(x) < 55 €

;. *

5°)On admet que la limite de F(x) , lo ‘“ tend vers + « existe et est un nombre réel noté 1.

A\

Etablir que : %InZsIs%.

\ n+1
6° )Pour tout entier naturel n, oRg jln(l +e2t)dt

a) Montrer que, pour tout ent% ;‘urel nona:In(1+e?™Vy<u,<in(1+e2"
b) En déduire que la suite ( Q) est decr0|ssante

c) Déterminer la limite de suite (U ).

QM on pose Sp=Up+U; +U; +...+ U,.

EXERCICE N°8

On considere la fo@%i(;zdéﬁnie pour tout x>0 par f(x) =1-e
I1.1°) a)Dresser |&tabyau de variation de f.

b) Montrer que * € R f(x) < x, I'égalité ayant lieu seulement pour x = 0.
2°)a)Montrer queNpour tout entier naturel n et pour tout réel x :

Z( 1>k L 5 (x;ﬂt)" e-tdt

X
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Maths
¢ ﬁ}vant I'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que :
3 2

{Ef“x X ox- f(x)<"7

IL. On con5|dere Ia suite (u,) définie par son premier terme u, = 1 et par la relation :Vv %:

Up+1 = f(Un). %

1°) a) Montrer que : Vn € N u,e]0, 1].

b) Montrer que , (u,) est décroissante sur N.

¢) Conclure quant a la convergence de la suite (u,) et donner sa limite.
u,—u 1

2°)Montrer que lim LG“ ==
N— oo u, 2

3°) Calculer lim Zuk :

N—too £

II1.1°) On note ¢ la fonction, définie sur R, par : ¢(0) = 1 et Vx e R**((

Montrer que ¢ est continue sur R*.
2°)On considere la fonction réelle g, définie par : g(0) = 0 et Vx e%,

a) Montrer que g est bien définie et continue surR; .

b) Montrerque:VXERj,l—gg g(x) < 1 X, X

c¢) En déduire que g est continue en 0, dérivable en 0, pujs dgp ,e>r g'(0).
3°) a) Montrer que : Vx € ]1, +oo[ : LX o(t)dt < In(x). x '
b) En déduire que g a une limite finie en + et donn§

4°) a) Pour tout réel x strictement positif, calculer ‘et I'écrire sous la forme : g'(x) =

b) Montrer alors que : xh'(x) = (x +1)e™ -
¢) Etudier la fonction, notée k, définie par : V!
d) Donner le signe de k, puis les variations g !
e) Dresser le tableau de variations de g, ep

repere orthonormé.
EXERCICE N°9

X

(S

I.0n considere la suite (u,), ne N, d erme géneral est donne par :u, = jo

1°)Calculer uq N,
2°)Justifier que up + u; = 1 . En ded
3°)Montrer que (u) est positive@ y

4°)Montrer que (u) est décr

5°) a)Montrer que pour t él‘gntler naturel nonnuln,ona: u,,; +u,

b)Calculer alors u,.
6°)Montrer que  lim ufy

n—>+o<»

I1.1°)Soit pour tout & ,,

n-1 x
S,(x) = (nxg x .Montrer que S, est la somme de (n-1) termes d’une suite
+€ +e™

géométrique.

k+1
2°)En déduire lim w, tel que pour tout entier naturel n>2 : w, = Z( L) 1-e™)
N—> oo

h(x)
X

nx X X'
e™(1+e")
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