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Exercice 1
Soit p un entier naturel non nul et fla fonction définie sur[O, 1] par f(x)=x". On pose pour n entier (n>1):

IRM (K)o D (K
A et

n=o

En interprétant par un calcul d’aires, montrer que :

a) S, < Iolf(x)dxﬁ s,

1
by s,-S5,=—.
n

17 +27 +...+n”
p+l

n—+x0

2. En déduire la limite de la suite (sn )n>1 puis que lim (
= n

Exercice 2
1

V3
Soit f1a fonction définie sur [O, E{ par : f(x) = tanx .On pose A=
0
1. Etudier les variations de f et en déduire que f admet u éciproque g définie sur R,.

2. Montrer que g est dérivable sur R, et que g '(x) = onner alors la valeur de A.

4%
3. Pour 7 entier naturel on définit les suite@& u, (0)=letsi t#0,u,(t)= Z(—l)kt4k et
k=0

k
b3 U .
o~ 4k +2
n (_1)" A
a) Montrer que pout, totitaéel 7, u, (1) = ————— .
1+¢
u el t4n+5
b) Montrer que v, = A = (—1) J. or dt . En déduire que v converge vers un réel que 1’on précisera.
01+t
Exercice 3

T 4
1. Soit f'la fonction définie sur I’intervalle |:0, Z:| par: f(x)=—x—tanx.
/

V4
a) Montrer que f est dérivable sur {0, Z} et qu’il existe un unique réel o € }0, [tel que f () =0.

V3

4
. . T (A

b) Etudier le sens de variation de f sur| 0, Z et déduire que pour tout x de| 0, Z , 'inégalité — x = fan x .

T

T
2. Pour n élément de N*, on pose [, = I * tan"x dx .
0




a) Montrer que pour tout 72 de N*,J < X il D . Quelle est la limite de la suite (/,) ?
n+

b) Calculer /, .

Z 1
¢) Pourn >3, calculerI * (tan"x+tan"x) dx . Déduire que : I, =—1 _,+ —— pour tout n>3.
0 n—

1 1
Soit (v, ) la suite définie sur N* par : v, = 1—5 +———+

3 4

a) Déduire que pour tout entiern>5,ona: I, =

b) Montrer que pour tout entier k >1,onaalors: I,,,, =1, _Evk .

¢) Montrer que la suite (v, ) converge vers une limite que vous préciser. %\

Exercice 4

1 k
1. Montrer que k> 0ona et si k>—lona—<J‘

-4/ %

J~k+l
T
2. Soitla suite( ) définie pour n>1 par u, = Z —-2 ‘b

a) Montrer que (un ) est décroissante.
b) Montrer que pour tout naturel n>2 , 2 + & 2\/; <u,

¢) Déduire que (un ) est est convergente,@ sa limite.

3. Demontrer que : —2</<—1.

Exercice 5
1 1
Le but de ce probleme est d’étudienla limite de la suite de terme général u, = 1— + 2—

A/ 1. Calculer I’inté ——t
0 27r

2
Tt
2. On pose, pour tout kK >0: K = I ——1t |cos(kt)dt .
0\ 27
A T’aide de deux intégrations par parties successives, montrer que K = E .

1 n
3. On pose, pour tout 7 de [0, 7[] etn>0: D,(t)= 5 + ZCos(kt) .
k=1

2
7t 7|t
Déduire des questions précédentes 1’égalité : u, = ? + Io (2_ -t ] D,(t)dt.
T




t2

B/ Etude de I'intégrale [, = .[0” [2— —tj D, (t)dt.
V4

1. a) Vérifier que, pour tout réels a et b: 2 sinb.cosa = sin(a +b) - sin(a —b) .

b) En déduire, a I’aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout 7 > Oet ¢ € ]O, 72'[ :
(3]
sin| | n+— |t
_\2))
2sin (tj
2

D, ()=

12
——1
2 .

Montrer que g est continue en 0.

z 1
d) Montrer que, pour tout n>0: [, = Io g(t) sin ((n + E}J dt
X'
a) On pose, pour x € }O, %{ , h(x)= ﬂ Montrer que £ est @n}a %{ et que /1'(x) est du signe de
X

@(x) =x—tanx .

b) Etudier le signe de ¢(x) en étudiant les Variati@&' Q.

¢) En déduire que la fonction A e%@%oissante surj|0, %‘: .
) ® T 1
d) Pourt € ]O, 71'[ , démont drement : —5 <g®< —5
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Exercicel
1. a) s, estla somme des aires des rectangles situés au dessus de la courbe de f.

S, estla somme des aires des rectangles situés en-dessous de la courbe de f. La double inégalité en découle.
1[5 (k) < (k)1 1

b) s, S, = —(Zf(—]—Zf(—D =—(fO-£O)=—.
n\ \n) o= \n n n

1 1 1
OnaI f(x)dx<sets —S =—=s, =S +—,o0r
0 n n

1 1 g |
S, sj f(X)dx=S, +— sJ' £ (x)dx +—et donc
0 n 0 n

s, SJ.lf(x)dx+l.Finalementj-lf(x)desn Sjlf(x)dx+ !
0 n 0 0

Mais J.(:f(x)dx=[;ill=p+ld0nc Lcs sl i \\\\\\\\\

Par comparaison et comme lim ——+—= alors

o p+l n p+l @
1

lims, =——.
p+1

/
1 p) 117 27 n” P20+ +n” _
== fl &5 |== —p+—p+...+% i et par suite
n“s"\n) n\n" n n
1

(1” +27 +...+n”]

17Ul N
Exercice2
1. Lafonction tangente@nvable et strictement positive sur }0, E[ alors f est dérivable sur cet intervalle et

f'(x)=1+ta

2+/tanx
Pour la dérivabilité de f a droite en O :

f®)- 10 _Nta fanx ! et puisque limm—nx =let lim

lim

n—>+o0 p+l

n

= +oo alors f n’est

x>0 X
X X X \/[anx -0 x ot ’tanx

pas dérivable a droite en 0.

f étant continue et strictement croissante sur |:0, E|: donc elle réalise une bijection de cet intervalle sur son

image [0, +oo[ )
g la fonction réciproque de f, existe, définie, continue et strictement croissante sur [O, +oo[ .
2. Dérivabilité de g a droiteen 0 :

. g(y)—gO) . x—-0 . 1 . )
=0, lim=——"—>—-=[|im—— = l[im ———————=0. On a bien sur posé x = et
YT S0 e fO—f0) oot SO—F(O) P 8(»)




quand y tend vers O par valeurs supérieures x tend aussi vers O par valeurs supérieures (puisque g est continue

et strictement croissante). La fonction g est alors dérivable a droite en 0.

Dérivabilité de g sur ]O, +oo[ :

. 4 . e , . .
[ est dérivable sur }0, 5[ et la fonction dérivée f 'ne s’annule pas sur cet intervalle alors la fonction g est

dérivable sur f GO,%D = ]O, +oo[ )

Conclusion la fonction g est dérivable sur [O, +oo[.

1 2\tany
f'(y) l+tan’y

Or y:g(x)<:>x=f(y)=,/tany & x* =tanyet donc g'(x) = 3 pour to &d ]O,+oo[.

Remarquons que le dernier résultat reste vrai pour x = 0. On peut dedulre d(Q st dérivable sur R, et

. 2x
ue X)= .
que g'(x) o

Pour tout réel x de ]0, +oo[ g'(x)=

avec y = g(x)etye} [

It 2t
A= [ Zd= [ g = [s0)- g<0>]——

— (—t4 )n+1 1— (_1)’”'1 l’4n+4

k 4k
Pour r #0, u (¢t @ £) = -
8) Pour u, (1) = Z one u, (1) = 1+ 1+¢*

1+(-1)"

=————car (_1)n+1 = —(—1) .

1+1¢

1 (1) g

Le dernier résultat reste vrai pour t nc pour tout réel ¢, u, (1) =

b) Remarquons que pour 7 e at@irel

_l)k .[01 [ k gy = J‘ Z

+1
—* )z o t4"+5 -
J. —dt:vnzj ; dt et donc
1+¢* 01 1+1¢
4n+5

t
dr.
1+¢*

1 1 t
dtsJ‘ £ dt or _[ 1 dt =
0 0 4n+6 |

4n+5 4n+6

t
1+¢*

dn+6

1
= . Donc |vn—A|S ! et comme
4n+6

lim ! =0etdonc limv, —A=Z.
n—>+o 4y + n—>-+o0 8

Exercice3

a) festrestriction a |:0, Z} d’une fonction dérivable en tout réel distinct de E + k7, k €Z donc f est dérivable

sur cet intervalle.




Existence de« :

fO)=f (%) =0 donc d’apres le théoréme de Rolle, il existe au moins o € }O,%{ tel que f '(a) =0
Unicité de o :

Ona f'(x)=— —1 tan® xet donc f"(x)=—2tan x(1+ tan x) <0. Ainsi f "est strictement décroissante
et o est unlque.

b) f' est strictement décroissante sur |: :|et I ( ) Odonc f '(x) > 0 sur [0, a] et par suite f est

strictement croissante sur cet intervalle et donc f est strictement décroissante ailleurs.

[ est strictement croissante sur [O, a ] et f(0)=0alors Vxe [O, a ] f(x)=0

[ est strictement décroissante sur[ :l et f ( ) Oalors Vx E[ } f(x)=> \

4
Conclusion : Vxe ‘:0 ;j J(x) > 0et par suite — x ztanx.

7r 4
a) On a d’aprés 1.b) pour tout x de |:0, Ak —x >tanx >0 et e la fonction x > x"' est

n
strictement croissante sur R, alors (—j x">tan" x, et pour tout 7 élément de N*,
/4
Les deux dernieres fonctions étant continues sur apres la positivité de I’intégrale , on obtient

T

>1, —>I I <——.
( < j 4" (n+1) " " 4(n+1)

T . .
Ona: 0<] <———et [li =0 donc par comparaison la suite (/,) converge et lim I, =0.
Nn—>+0

4(n+1) n 4(}5+1)

= % 2 = 2y — = — z: _E

b) 1, —jo tan xdx—:! §1+ n"x—1dx [tanx x]g 1 1
¢) Pourn >3 ,®V”_2x +tan"x) dx = I Ytan"x (1 +tan’x) dx = [I

0 0 n-1

L il Ll 1
I“ (tan">x +tan"x) dx = I “tan"x dx+j4 tan"xdx=1,,+1 etdonc I, =—1I t— Vn>3.
0 0 0 n—

a)Onan>5<n—42>1 In=—In_2+L1
n_

b) Montrons par récurrence que pour tout entier K >1,ona: I,,,, =1, — 5 V.

11 1 1 1 1 1
Vérifionspourk=1: I, =1 +———=1 ——x—etv,=1——=—donc I, =1, ——V, vrai pour k = 1.
4 2 2 2 2 2

1
Supposons pour k >1, I,,,, =1, _Evk

1 1 1 1 1 1
Lyjos =Lyt~ =L—Zv - L=
4k+4 4k+2 2" 4k+4 4k+2 2 2k+2 2k+1




1
zll_avkﬂ'

1

Conclusion : pour tout entierk >1,ona: I, =1 — 5 Vi

llm I4k+1 =0= limv, =2[ —ZJ‘OX tanx dx . (Intégrate g 'on sait caleuler plus tard).

k—>+o0

Exercice4

k+1 ]

1
—dx=—.
NN

L1

ko Nk

k+1 dx

1. Soit k >1si x appartient a I’intervalle [k, k+ 1] ,ona

et donc I <

1 I
G )

1 N

NF RS N il Y

a3 ﬁ_zm_@ ﬁ-zﬁ]:i ) %—2@&\/}

Jr-dal N

2
)= s e

comme la différence est négative ,il résulte que la suite (un

Soit k > 2 si x appartient a I’intervalle [k -1, k] ,ona et donc J-

k

Jn+1

b) En sommant des inégalités obtenues dans 1., on { soit d’apres la relation de

n+l dx i ]_,

Chasles pour le calcul 1ntegra1ej < et donc

[2\/_TI<Z”:—<:>2 WZ—QZ ) 2n<u,.

Mais 2(\/n+1—1)— \/_— + (»\/n+ —\/;)_—Z.Donclasuite (un)estminoréepar 2.
ﬁ&

e par —2 comme elle est décroissante elle converge vers une limite 1, et [ >-2.

¢) la suite ( )est
. En sommant des in€galités obtenues dans 1., on obtient Z < 1+ Z I
Z N

soit <:>Z <1+

j % @Z %su[z\/}] =1+2(JZ—1)etdonc u, <-—1.

on conclut que —2 <[ <—1.

Exercice 5
/2 2"
Ale L m_—_i
27 6r 2

[— - tj cos(kt)dt .




t t
u(t)=2——t =>u'(t)y=—-1
On pose 7 . Les fonctions étant continues sur R, d’ou par le théoreme
\ L.
v'(t) = cos(kt) =)= ;sm(kt)

d’intégration par parties on a :
2

K—Jﬂr i—t cos(kt)dt = lsin(kl,‘) t——t ”—lJ.” L—l sin(kt)dtentenantcom te que
o\ 27 k 2r o kJo\ m ped

sin(kr)=0
1 ¢t .
Donc K :—;J‘O (;—llsm(kt)dt

(¢t
Inté arti J. ——1 |sin(kt)dt
ntégrons par parties 0 (” jszn( )d

wy="

t \
u(t)=—-1 7, %
On pose : T . Les fonctions ét%’ es sur R, d’ou par le

v'(1) = sin(kt) v(t) = —%cos(kt)

S v 1 . . [
théoréme d’intégration par parties on a : ‘b

jo”&—qsin(kt)dt {—%COS(’“)&‘I T +iJ‘0ﬂco

I 1
. Pourn>0. u,=—+—+...+
12 22

(d’aprés la linéarité de l’in@
2
t

2 e[t

——t|D (t)dt.
6 27 n(1)

x2 x| ¢
Dou u, =—+ ——t | D, (t)dt.
* 5T -[0[271 J”()

B 1. a) Vérifier que, pour tout réels a et b: 2 sinb.cosa = sin(a +b) —sin (a —b) .
sin(a + b) = sina.cosb + sinb.cosa et sin(a —b) = sina.cosb — sinb.cosa et par différence, on obtient :

sin (a + b) —sin (a —b) =2 sinb.cosa c’est le résultat.

1 < 1
b n=1, D;@&)=—+ ) cos(kt) =—+cos(t).
) pour (0= kZ‘ (k) =+ cos(r)




3 L[t ) .
— |t — sin| — |cost +cos| — |sint
1)) s3] sil5)eomren(G)om
2sin(tj 2sin(tj 2sin(tj
2 2 2

1+cost 1 .
=3 + cost donc vrai pour n=1.

sin((n + lth
Supposons pour n21, p (1) = —2

2sin(t)
2
. 1 ) 1 ([t
sm((n+2]tJ sm((n+2)t}+2sm[2)cos((n+l)t)
D, ()= —+cos((n +1)t)=
L[t t
2sin| — 2sin
5) X
(e ) Q)
sm((n+)t}+sm(+(n+1)t}—sm((n+l)t—
2 2 2 apresB .
2sin(t)
2
(e Jrsinl(me 3o )) sl
sin| | n+— |t |+sin|| n+= |t |-sin|| n+
= 2 2 c’est le résultat.
[t
2sm(2]

Conclusion : pour tout 7> Qet t € ]O 7[[

¢) Pour t#0, g(t) = g—l‘ %
@2&1{2}

4$"_(

Ona: lim—=0 et [jm

=1= lzm (2) =1( Limite d’une fonction composée)
=0 2 =0t =0 1
2

lzm — —2 =-2donc par quotient lzm g(t)=—1= g(0) . Donc g est continue en 0.
t—0 71

1
d) Montrons que pour n>0, I, —J- g(t) sm(n+ jt dt

2) 1 (1
= —Cost +cos —
2 2

(2 (2 sin((n+ijt} ” !
Pour t %20, I, :JO (Zt_n_tJ Dn(t)dt:IO [é—”—t — L 2 dt= IO g() sin((n+5)tJ dr.

2sin (’j
2

2
Vérifier que pour £ =0, L —t|D,(t) = g(t)sin [n + 1}
2r 2




2. a) h est restriction a }O, %{ d’une fonction dérivable sur ]0, +oo[ et sur ]—oo, O[ donc 5 est dérivable et

V4 xcosx —sinx  cosx (x—tanx) cosx x @(x V4
pour tout x E}O,E[ s h'(x)= 5 = ( 5 ) = 2¢( ) . Or pour x E}O,E[ cosx est
X x x

strictement positif, donc /2'(x) est du signe de @(x) = x—tanx.
b) @'(x)= —tan®x < Odonc @ est strictement décroissante sur }O, %{ et (p@O,%D = ]_oo,O[ donc @ est

strictement négative.
¢) Résultat immédiat.

d) d’aprés c), h est décroissante sur}O, g[ donc hGO,%D = }g ,1{ = X2 sinx > Ex sur}O, %{ .

t 2t L[t
PourtE]O,ir[, X=EE}O,%[ ,on aura 0-<—S2Sln(5j$t,donc %S
T

2 2
t t*=2mt t(t—-2xm
Comme de plus ——¢ = 7 — ( )

<0 sur]O,ﬂ'[, al

Tt
Onentire: ——+—<g(
i 272 g()

t .1 1

or 2 27 2 27
Conclure alors que —% <g®< —l. @

3.a)A, = :sin((n+l

2

b) (ln ) converge vers 0.

2

: 7
¢) limu,=—.
n—>+00 6




