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Exercice 1 « Vrai-Faux »
1 2
Soient f et g les fonctions définies sur R par f(x) = . et g(x)= Ix f(®dt
+x x
a) L’image de R par f est ]0,1].

Pour tout x réel, 0< g(x) < X —x.

Dans un repeére du plan et pour X, réel, g(x,) représente I’aire de la surface limitée par la courbe

, . . . 2
représentative de f , I’axe des abscisses et les droites x = x;et x = X,

d) g est dérivable sur R et pour tout x réel, g'(x)=f (xz) —f(x). @N

Exercice 2
Soit f une fonction dérivable sur[O, 1] , telle que f' soit continue et vérifie : il % éel tel que, pour tout x de

1 — ! _1 c
[O,l],|f(x)|SM.Onpose I—Iof(x)dxet Rn—;kzzl:f(n] %

1. Montrer que, pour tout u et v de[O, 1] : | fo)—f (u)|

n k
2. Etablir ’inégalité : |I —Rn| < Zl:_[kn—l fx)-f (k

k=1

Mo
3. Déduire de ce qui précéde que |[I—R,|< Q
4. Déterminer lim R, . @
n—>+00
Exercice3 Q

1
Soit f 1a fonction définie sur 2 de courbe (C) dans un repere orthonormé du plan. V' le
+cosx

volume en unité de volumes d e (S) obtenu par rotation autour de I’axe des abscisses de la courbe (C).

Pour x e]—7r @ (x)= j et G(x)= J. Ldt

a) Vérifier que V =7 F

b) Montrer que G est denvable sur ]—7r, 7r[ et calculer G'(x).

¢) En déduire que pour tout xe ]—7[, 7z[ , G(x)=F(x).
=
T T
a)Montrer que pour tout x € }—5 , E‘: , (p(tanx) =X.

b) Montrer que pour tout x € ]—7r, 71'[ ,

¢) Calculer V.




Exercice 4

T
On considere la fonction H, définie sur ‘:—Z,Z:| par: H (x)= J-tanx—l di oun e N*,
0

1—tan’
1. Montrer que H, est dérivable sur r , z et que pour tout x € z , z ona H' (x)= a—nz(x)n .
4 4 4 4 (1+tan”(x))

1—tan’(x) _

5 En déduire une expression plus simple
1+tan”(x)

T
2. Vérifier que pour tout réel x € ‘:_Z ’Z} ona cos(2x) =

de H,(x).

s 18 . e VA
On considere les suites u et v définies par :u, =tan (— —4—) et v,
n

a) Calculer la limite a de la suite u.

1 T
b) Montrer que v, =—cos| — |.
2 2n

2
. a 1-t
¢) Montrer que la sulte(vn ) converge vers IO ——=dt.

[off

Exercice 5

Pour n naturel, on considere les fonctions f, définies sur [0,2] par

fox)= x(2 —x) , [ (0)=x" / x(2—x) , n>1.0n d@r ; ) la courbe représentative de f, dans un
V4

repere orthonormé (O,;, }) du plan. ?
1. a) Vérifier que (CO ) est un demi-cerc @ précisera le centre et le rayon.
b) Calculer le volume de la sphere en ée par rotation de (Cn) autour de (0,;) .
[

On pose pour 7 entier naturel, F (x) IMW f,@)dt,xe ~z
u i , F(x)= ,XEl——,—|.
» T T T T o N Y
a)Montrer qu érivable sur —E,E et que pour tout x € —E,E F (x)=cos"x (1+sznx) .

1 1 T
b) Montr EF(x)=—sin2x+—x+—.
) Montrer que F,(x) 1 5 1

2
Pour n € N, on pose [, = jo S, (x)dx .

a) Calculer /.

. . . . 2n+3
b) Montrer a I’aide d’une intégration par parties sur /,,, —/ que, pourtoutneN, I, = 3 I,.
n+

(2n+1)!

c) En déduire que pourn €N, [, =———— 71
wep 2n\(n+2)!
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Exercice 1 « Vrai-Faux »

a) Vrai: il suffit d’étudier les variations de f sur R.

b) Faux: Sixe ]0, 1[ alors x* — xest strictement négatif.

L’inégalité 0 < g(x) < x> —xne peut pas étre vraie pour tout x €R.
Ceci dit, cet encadrement est valable pour x € D = ]—oo, O] )] [1, +oo[ .

D’aprés la question a), la fonction f est strictement positive et majorée par 1 sur R : pour tout réel ¢ :

0<f(@=<1 &
Soit x € D. Alors x < x” . En intégrant I’encadrement ci-dessous entre x et x°, 01@

2
0<I f(t)dthz—x.D’oupourtoutxED:OSg(x)SxZ—x Q

Faux : Pour que I’intégrale entre a et b d’une fonction positive représeénteuné aire, il est nécessaire que les

I’opposé de I’aire d’écrite dans 1’énoncé

bornes a et b vérifient a <b . Le résultat n’est valable que pou{. X, , i x, € ]0, 1[ alors g( x, ) représente

d) Faux: Soit F la primitive de f qui s’annule en 0. No von @ e pour tout réel x, F' est définie par
F(x)= I f()dt . D’aprés Chasles, nous pouvon& er g al’aidede F :

fonction composée g (x) =2xf
Exercice 2
1.

;1f<x>—f(§)de j_l[ﬂx) f( jj k" [Llﬂx) f( j }

3. Pour 1<k<nona: 0<k <x £S1doncd’aprescequlprecedef(x) f( ) Mx—E
n n

k

- k
On integre les deux membre de cette inégalité , on aura jk L fO=fl—= ‘dx <M Ik” x——|dx .
— n

n

n

. k W (K S R ok M
OrJ.k';_1 x—;‘dx=jk’;_l(;—x]dx 2} =W.A1n31 |I—Rn|SZ jé deetdonc

k-1 k=1 n
n

M

2n

M 1
lim — =0 donc par comparaison lim R, =1 = Io f(x)dx.

n—+o Qp




Exercice 3

1. a) VxeR; 2+cosx > 0donc fest restriction é{O, %} d’une

fonction dérivable sur R donc elle est dérivable sur cet intervalle et
)= S >0.
2(2+cosx) J2+cosx

festunebljectlonde[ 2:|sur f q D L/l_ \/1_}

b) Le volume du solide obtenu par rotation autour de (0, 1) de la

courbe de f est donné par

V= ;rIZf (x) dx = ﬂj*

2+ cosx

) tan(fj 2
¢) Soit G(x) = Io 2 W dt et posons

. 2 . .
D’aprés le cours la fonction ¢ 5 est continue sur R donc H est dérivable sur R et Vxe R ;
3+t

°
H'(x)= 2 5 - De plus G(x) :H(tan(gj]:(Hou)(x). ‘b

3+x

X
Pour x € ]—7[, 72'[ ; E e} 72r , 72r éri ’E et que H est dérivable sur R alors G

est dérivable sur ]—7r, 7r[ et pour x € ]—71', 7r[ ; % ZJJX%(I_HCI”Z (g]]

T ar? (j*‘(”’“" &

) S
\.QQ)

2
‘\
2c0s
2

On rappelte gue 1+ tan” et cos(2a)=—1+2cos*(a)) .
cos®

d) Onapouer]—ﬂ,ﬂ[ G(x)=F (x)donc Gx)=F(x)+k,keR. Or G(0)=F(0)=0donc k=0 et par

suite G(x) = F(x) pour tout réel x € |-, 7| .

1
5 est continue sur R donc ¢ est dérivable sur R et ¢'(x) =
1+1 I+x

a) la fonction ¢ — 5

La fonction v : x> (o(tanx) est dérivable sur }—%,%{ et v'(x)=1donc v(x)=x+k,k eRor

v(0) = (o(tanO) =0et donc (o(tanx) =X pour tout réel x € }—% ,%{ .

2 1 X
b) Soit la fonction k définie par k(x) =—= (p(— tan (—D
BB 2




. 1 . . .
La fonction x — —tan (%) est dérivable sur ]—72', 71'[ et @ est dérivable sur R donc k est dérivable sur

B

tanz( ]+1

1 1 X 2

]—ﬂ' ﬂ[et k'(x)=—f4= x (1+tan2(—n =—— =7
f L (;jﬂ 23 2 ;mnz(;jﬂ

1

2+cosx

= F'(x) =G '(x) et donc la fonction k est constante et vaut k(0) =0 ce qui donne

(L tan (£]) pour tout réel x € ]—72' 71'[
V32 T

NG
A
Exerciced4

. . . PP X
1. Onintroduit la fonction ¢ définie sur R par ¢( x) = . (1 n+1 fonc S 1 )n+1 est
+1

rationnelle avec un dénominateur ne s’annulant pas sur R donc érivable sur R et on sait que

q,%

T
Onadeplus H,(x) = (o(tanx) et comme la fonct%gente est dérivable sur |:—Z R Z} alors H, est

. T , 1-tan’x 1—tan’x
T B _ 2 _
dérivable sur [ 2 4} et H,(x) _(1 +@$(mnx) —(1+tan x) o -

(1+tan x) (1+tan2x)

B sin® (x)
1—tan®(x) cos® (x) X )!sin2 (x)
1+ tan® (x) - L+ sin® (x co. (x) +sin® (x)

= cos’ (x)—sin2 (x) = cos(2x) .

=cos(2x) donc H,(x)= Esm(2x)+k keR et

2
_IO " =0 donc k=0 et Hl(x)=lsin(2x)pourxe _f’f _
o112V 2 474
(1+t )
_z donc lim u, =tan(£j=1 ainsia =1.
4 4

n—>+w0

.2
1= dt=H, r.z :lsin 2
2 4 4n) 2
(1+t )




, 1 ) 1 a 1-12
Or lim v, = lim —cos| — |=— et donc la suite (Vn) converge vers I dr.
n—>+ n—+0 n 2 0 (1 2)2
+1

Exercice 5

y=~2x—x’ c}{y2=2x—x2 - {y2+(x—1)2=1

y=0,x€[0,2] y20,xe[0,2] yZO,xe[O,Z]'

(C )est alors le demi-cercle du cercle de centre (1,0) et de rayon 1 situé dans le demi-plan y > 0.

1. a)Mx, ye (C) < {

22n+3

2n+2)2n+3)
p s 22n+3
(2n +2)(2n+3)

PN

b).[ x2"(2x X )dx I(2x2n+1 2n+2)dx

V= ﬂ'I f2(x)dx = IZ'J. X2 (2x —x*)dx

. a)Posons G, (x) = J' * f,()dt , G, est dérivable sur [0,2] car f, est continue sur cwrvalle

pour X e[—% 5} F(x)=G, (1+sznx) - ou(x). Q

. N A 2 T
La fonction u est restriction a [_E 5} d’une fonction dérivable sur% @elle dérivable sur _E ’E} et

D [0 2] et comme G, est dérivable sur 0,2 w §st dérivable sur —% %} et pour tout

”} F(x)= cosxxG 1+smx):% )nxll sin’x = cos x(1+smx) car sur

) T
; g
{ il ”} cosx >0 p 4

9

1+cos2x

b) E;(X):COSZX— %@ +smx +k keR.OrF (_E] 0:>k—z

I.,-1 =——j 2(1- 23 Ax*

3
u'(x)= 2x X =u(x)= —(2x—x2)2
On pose

v(x) =v'(x)=nmx""
0. 2yl 24 _h n 2 il 2 _n _
I, -1, —0+3 . 2x=x")x""N2x-x"dx= 3(_[0 2x"\2x— ¥ — X"\ 2x—x )dx— 3(21n In+1)

2n+
Etdone I =231
n+3

(2n+1)!
2"n!(n+2)!
2n+3 (2n+1)! (2n+3)! (2n+3)! ~

2 T .
I, = J.o fo)dt = 2 vrai pour n =0. Supposons [, = 7 alors

In+1 = X T= = +1
n+3 2”n!(n+2)! 2"(n+3)(2n+2)n!(n+2)! 2" (n+3)(n+1)n!(n+2)!

(2n+3)!
2 (n+3)(n+1)!




