SUJET 03

Dans la figure de I'annexe jointe, on a placé, dans le plan muni d’un re
O W 7) les points [ et C d’affixes respectives : z; — l et zo — 3 —j.

1. Soit I' 'ensemble des points M d’affixes : zy = 1+ v/5¢" avec 0 € B
(a) Montrer que Iy est un cercle de centre I dont on précisera le rayon,

pere orthonormé direct

(b) Vérifier que C' € I' puis construire I'.
(c) Soit o un réel tel que : zc =1+ Ve, Déterminer les valenrs de cos o et sin o

2. On considére dans C, I'équation (E): 2* — 2z + 1+ 2v5 — iv5 — 0.
Montrer que I'équation (E) admet deux solutions distinctes (on ne demande pas la résolution
de 1’équation).

3. On note A et B les points d’affixes respectives z4 et zp solutions de I'é

a)>

m (2
(a) Vérifier que I est le milieu du segment [AB].
(b) Montrer que (24 — 1) x (23 — 1) = 2v/5 — iV/5.
(c) En déduire que les points A et B appartiennent au cercle T'.
)
)
)

quation (F) tel que

4. (a) Montrer que (ﬁ) + ( ﬁ ) = of27).
(b) En déduire que (ﬁ =— + 5 + k7 avec k € Z.

(¢) Donner un procéder de constructlon du pomt A a partir du point C et construire les
points A et B.




On considore la tonetion [ définie sur (0, 1] par @ f(x) e

S Montrer que foest strictement croissante sar [0, 1] puis dresser son tablean de varniation.
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. Montrer que s pour tout réel w e |01, f(r) < x.
, , 1
. a. Montrer que [ réalise une hijection de |0, 1] sur [D, 4].
r‘

b, On note [ la fonetion réciprogue de f.
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Montrer que [ est dérivable siur {(), —[ puis déterminer lim —
{24 x-+01 i

c. Tracer les conrbes (€7) el ((,'f) représentatives respectives de [ et f Y dans le méme plan

’os 7 == =3 s . - \
rapporte a un repere orthonorma ((), L U ) ( unité graphique est. 5 cm)
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B. On considere la snite (17,) définie par : Uy | et pour tont o de N, Uy - J(Uy).
, ]
L a. Soit . un réel de [0, 1] Montrer que s ¢ > 1 | puis que ¢ © = 1 :
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b, Montrer que pour tout entier natriel n, f( ! ) i
ol nt2

) |
. Montrer par récurrence que pour tout n de N, 0 < U/, < g
I

3. Montrer que (U,,) esl décroissante,
. Déterminer  lim U,,.
*

-t foa
. Soit h la fonction définie sur |0, 1] par : f(z) — (1 + 2 1 a*)e “ = L.
a. Btudier le sens de variation de h puis déduier que pour tout réel x € [0, 1), h(z) = 0.
b. Montrer que : pour tout réel z € [0,1], z<e" — 1<z | 2%

. Soit » un entier naturel tel que n > 1.
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Montrer que : 1 < TR X+ i DAl QU= =W ; k

1 k dr
. Vérifier que que pour tout entier k > 2, r < / =
- k _] oM

n l
. Montrer que pour tout entier naturel n > 1, Z i <1 t+Inn.
k1

. Déterminer  lim (nUn).

n—+-+400
Un

. Pour tout entier naturel n > 1, on pose : V,, = [ Hx)de,
UrHI

1. Montrer que pour tout n = 1, U;‘:(l ~ re"“") <V,<U,_ lUn(l e ,,-U..)

s [\(U, W |
2. Vérifier que : 1’.@3Un71Un(l —e'U") = (nUn) X L# g Y x (T

3. Déterminer  lim n*V,,.

L= 4-00

.

Pour interroger ses cleves, un professeur de mathématiques place dans un sac 30 cartons iden-

tiques
20 de ces cartons portent chacun une question de complexe et les autres une question de statis-

Lique,




N T TN . 3
Un aldve tire an hasand un carton de oo Sae et repond A la question inscrite sur ce carton
S la probabilite que Pddve réponde Juste a une question est (0,5).
< la probabilite que élove reponde juste & une question de complexe est (0,6).
On consmddre los évdnements suivants -
N ]
Coe Le carton tine porte une Question de complexe »,
8 e Lecarton e porte une question de statistique ».
J1e Laldve opond juste a la qQuestion ticde w.
On choisie an hasard un dldve de cotte classe.

L@ Montrer que p(J/8) - 0.3,
N % x - . PEs . -
(b Construtee un arbre pondérd qui modélise la situation.

F vy AR A R . : \ “ . s e
(€} L'ddve a repondu juste 3 la question tirde. caleuler la probabilité que cette question
S une question de statistique.

Q\l chmf-uo cing eltves an hasard, quelle est la probabilité qu'il ¥ en ait au moins un éleve
repond juste A la question tirde.

3. Le professeur attribue les notes suivantes

¢ 5 pour une réponse juste en complexe.

® U pour une réponse juste en statistique.

® -2 pour une réponse non juste,

Satt X la variable aléatoire désignant la note obtenue par I'éléve.
(@) Déterminer la loi de la probabilité de X.
(b} Caleuler en fonction de n, Uespérance mathématique E(X) .
(¢! Pour quelle valeur de n. E(X) = 1.4

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé

(0. . 7). on donne les points A et B d'affixes res-
ty

pectives 1 et be'3 avee b est un réel strictement positif,

On considére les points C et D tels que OBC et AOD

soient deux triangles équilatéraux directs.

Soit 1 = reorp o0l rp et re sont les rotations d'angle

1}
3 et centre respectifs D et C.

. Montrer que r est une rotation que l'on précisera l'angle.

. Déterminer r(A4).
2r iy
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Montrer que 1'écriture complexe de rest 1 2 =¢ 3 2 4+¢3 (b —¢

- v
. Soit € le centre de r. Montrer que affixe de Q est 20 =
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. Vérifier que AQ = 4 \/ (b s 5) %, puis montrer que § est le centre du cercle circonscrit

du triangle OAB.
3. b étant donné. Donner un procédé de construction de €.

4. On note G le centre de gravité du triangle OAD.
s

14+e '3 3.
a. Montrer que : z¢ = =5 puis que Zmy = %zb,

h. Déterminer alors I'ensemble des point € lorsque b varie dnas I'intervalle |0, +oo|.
5. Montrer que Q2 est le milien de [OB] si et senlement si b — 2.
. Dans toute la suite b = 2. On pose [ — r o s oil s est la symétrie orthogonale d’axe (OA).

. Verifier que Q et D sont symétries par rapport a (OA).
. Déterminer f(A) et f(ID) puis montrer que f est une symétrie glissante.
. Construire 'axe § de f.

« FONE t%ut. point M d’affixe z, on considére le point M’ d’affixe 2" telle que
Tl' e

v e'?EJr V3e 6.
T T

K K K
a. Vérifier que e 3 (2 - ez3) =~ V3e 6

b. Montrer que lorsque M varie alors le milieu du segment [Af M'] varie sur une droite fixe
que 'on précisera.

_

a étant un entier naturel impair.

[. Pour tout entier naturel n, on note A,(a) — " + 22"
1. Soit p un diviseur premier de A, et soit m un enter naturel tel que m > n
1. Montrer que ¢*" = 22" (mod p).
2. Montrer que p = 3.
3. Déduire que p ne divise pas A, (a).
2. Montrer que Agppi(a) et Azzz(a) sont premiers entre eux.
1. n étant un entier naturel tel que n. > 5. On note f, = A,(1) et B, = f, — fu1 + L.

1. Montrer que : fup1+ fa—1= Bx (fn 4+ fit — 1)-

2. a. Montrer que : (fﬂ, + fa1— 1) AB, =B, A (2 N 22,,-1)-
b. Déduire que fn -+ fu-1 — 1 et B, sonl premiers entre eux.

¢. Sachant que 3 x 7 x 13 x 97 x 241 x 673 est la décomposition en facteurs premiers
du nombre f5 + fy — 1, montrer que le nombre f, + f, | — 1 posséde au moins n 1 |
[acteurs premiers.




