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Exercice 1 :(5 points ) 1/ a — Etudier les variations de g .

La courbe C ci-dessous est celle de f'la fonction b — Déduire quel=2f(1)

dérivée d’une fonction f deux fois dérivable sur IR*, 2/0Onpose h (x)=tanx, pourx €] g g[
I'axe des ordonnées et les droites D et D’ sont des
asymptotesa C.

a — Montrer que | = lim (foh)(x)
X—m/2

b — Mque pour tout xe€] g g[on afoh (x)=x

¢ — Déduire la valeur de | puis la valeur de f (1 ).
3 / Construire la courbe C de f dans un repére
orthonormé.
Exercice 4 :
Soit f une fonction deux fois dérivable sur IR et
telle que pour tout réel x :f (2x) = 2f(x) (1)
1) a) Déterminer la valeur de f (0)
b) Démontrer que f'(2x) = f'(x), xeIR

( 2) Pour x réel fixé, on désigne par (u,,) la suite
L définie

[

1
Répondre par Vrai ou Faux en justifiant votre surINpar:u, =f '(%)

reponse. a) Montrer que la suite (u,) est constante.
a) lim fGx42) —f(2) _ 1 b) En déduire que pour tout réel x,
X2 %2 f'(x)=£"(0)
% 3) Déterminer toutes les fonctions deux fois
b) lim -0. dérivables sur IR qui vérifient la relation (1)
x-(-2)" x+2 Exercice 5( 7 points )
c) Le domaine de f'o f'= IR* La courbg C donné_e dans I’e_annexe | représente
. une fonction f définie et continue sur 0, + [ et
Exercice2: dérivable sur J0, +«= [\ {1, 2}.
Soit h la fonction définie sur IR*+ par : o C admet au point A(2, 0) une demi- tangente
verticale.
Le point B( 3, 2) est un point d’inflexion de C.

f(x)=h(x+J1+x2). C admet une branche parabolique de
1

°) a) Déterminer le domaine D de définition de f. b) cChreccj:tlor; ( O’{ )tau V?,'S'Tage de +e
b)Mque f est dérivable sur D puis expliciter f (x ). * d”a m? une asympto el/%r Icale
2°) Prouver que f est une fonction impaire. 1 Calgl?llé? Ilgglimites suiv:nt_es-'
3°) Montrer que pour tout x de IR+, f (x ) < x. :
] . f(cosx) fx)
Exercice :3 limy o = oy

lim,, 5 o
Soit f une fonction derlv?ble sur IR vérifiant ; lim, _, + limy .,

X
f(0)=0etf (x)= . 2) Soit h la restriction de f sur [2, +].
1+x o _ a) Montrer que h
A/ 1/ Montrer que f est une fonction impaire. réalise une bijection de

2/a—Prouver quef(1)<1. . [2, +«[ sur intervalle J
b — En étudiant les variations de la fonction K que 'on précisera. ( On

définie sur [1, +oof par K (x ) =f (x) ++ notera h” la bijection
X réciproque de h ) b)
Montrer que f est majorée sur [1, +oo [ puis déduire que Montrer que h™” est
f admet une limite | en +oo. dérivable sur J.
Calculer (h'y(2).
c¢) Construire la

1
h(1)=0eth’ (x) = < et f la fonction définie par :

F(B3x)-f (%) f(x3+1)
x—1

Y

B

B / Soit g la fonction définie par :g(x) =f ( x )+f(Z)

La vie n'est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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courbe C’ de h™ dans le méme graphique .
Exercice 6 :(7.5 points )
1/ Soit f Ia fonction définie sur ]-2, 2[ par :

flx) = w2 | S ;on désigne par C sa courbe

représentative dans un repére orthonormé
(O, 1,7).
1) a) Vérifier que f est impaire.

b) Etudier f puis tracer sa courbe C.
2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]-2, 2[ sur
un intervalle J que I'on précisera. On désigne par f~1
la bijection réciproque de f.

b) Construire la courbe C’' de f~! dans le méme
repéere.

c) Expliciter f~1(x) pour x de J.

I Soit g la fonction définie sur [0, 5[ par
:9(x) = f(2tan(x)).
1) a) Dresser le tableau de variations de g.

b) En déduire que g réalise une bijection de [0, %[
sur un intervalle K a préciser.
On note h sa bijection réciproque.
2) a) Etudier la dérivabilité de h sur K.

b) Expliciter h'(x) pour tout x de K.
3) Soitn >1,

a) Montrer que I'équation h(x) = 711 admet une seule

solution u, dans | — =, 0].

b) Etudier la monotonie de la suite ( Up )ns1-

c) Déduire que la suite ( u, )n-1 €St CONvergente vers
une limite que l'on précisera.
Exercice 7:

A/ Soit f(x) = 2"_;" x€]1,2]
1) a/ Justifier la dérivabilité de f sur ] 1, 2 [ et exprimer
f{(x) en fonction de x.

b/ Etudier la dérivabilité de f a gauche en 2 et
interpréter, graphiqguement, le résultat obtenu.

¢/ Dresser le tableau de variation de f, puis
construire la courbe Gy représentative de f dans le
repére R.
2) a/ Mque I'équation f(x) = x admet dans ] 1, 2] une
solution unique a.

b/ Vérifier que a € ] g 2[.

3) a/ Mque fréalise une bijectionde ]11,2] surun
intervalle J que I'on déterminera. On notera f' = g.
b/ Etudier la dérivabilité de g.
c/Construire la courbe C,4 dans le méme repére R.

d/Mque pourtoutxdedona:g(x)=1+ 21 1
X~ +

Exercice 8 :
Soit f la fonction définie sur [2, +«~[ par
fx) = /1 — sin (%)
1) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 2.

b) Etudier les variations de f puis tracer sa
courbe C dans un repére orthonormé R.
2) a) Montrer que f admet une fonction
réciproque g définie sur un intervalle J a
préciser.

b) Construire la courbe C’ de g dans le méme
repere que C

4 . ' V2.

3) a) Déterminer g (7)

b) Montrer que é est dérivable sur J puis
vérifier que ( )'(x) = ,XEJ
4) Soitu la sune def|n|e sur IN* \{1} par :

B ;kz; (n+k]

a) Montrer que pour tout n de IN*\{1},

n+1 n+1

o (—)_unS— ()

b) Deduwe que Ia suite u est convergente.

5) Soit h la fonction définie sur [-1, 1] par
h(x) =—== et H la primitive de I sur [-1, 1]

qui s'annule en 0.

a) Prouver que H est une fonction impaire.

b) Montrer que pour toutxde [0, 1[ona:

1—-4H(x) = ( )

c) Etudier les variations de H puis construire sa
courbe dans un repére orthonormé R’.

Exercice :9 (7.5 points )
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par :

flx) = \/_+\/ﬁ
1) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et a

gauche de 1.

b) Montrer que f est dérivable sur ]0, 1[ puis
expliciter f'(x).
2) Dresser le tableau de variations de f puis
construire sa courbe dans un repére orthonormé
(0,17).
3) a) Montrer que f admet une fonction
réciproque g sur [0, 1].

b) Construire la courbe C’ de g dans le méme
repére ( O, 7,7 ).

c) Etudier la dérivabilité de g sur [0, 1].

La vie n'est bonne qu'd étudier et a enseigner les mathématiques.
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4) Montrer o!ue pour tout x de [0, 1]on a : 3) Soit n € IN*;

g(x) = “("Tx) . a) Montrer que I'équation f(x) = v/n admet dans

5) On pose la fonction définie sur [0, %[ par: h(x) =
1
f(cos?(mx))
1

a) Verifier que h(x) = 1 +tan (mx) , VX € [0,5]
b) Déduire que h réalise une bijection de[0, %[ sur
un intervalle J que 'on précisera.
c) Etudier la dérivabilité de h~" sur J puis expliciter

(h=7)'(x) pour tout x de J.
Exercice n°: 10 ( 5 points)

Soit f la fonction définie sur |= :|—%,+oo|:

2X

ox+1°

On désigne parICIIa courbe de f dans un repére
orthonormé (o,i j) - (Unité 2 cm)

par : f(x) =

1°)a) Montrer que f est dérivable sur | et que pour
2X +2

(Vax+1)’
b) Dresser le tableau de variation de f.
)

c) Etudier le signe de f(x) — x pour x > —%.

1
tout x>—-——, f'(x)=
5 F'x)

2°)a) Montrer que f réalise une bijection de | sur IR.
On note g la bijection réciproque de f.

b) Tracer, dans le méme repére, les courbes
représentatives C et C ’ respectivement de f et de g.

c) Montrer que ¥ x € IR, g(x):%(\/x2+4 +x)_

Exercice 11: ( 5 points)
Soit f la fonction définie sur ]1, +«[ par
f(x) = tan( )
1) a) Montrer que f est dérivable sur ]1, +~[ et que f
'(X) = = (1 + tan?(;5))
b) Déduire que f réalise une bijection de ]1, +« [ sur
un intervalle J que I'on précisera.
c¢) Construire dans un méme repere orthonormé
(0,0',]) les courbes C et C’' defetf".
2) a) Montrer que f " est dérivable sur J et calculer
Ay, V3
(1Y(3).
b) Soit g la fonction définie sur ]0, +« [ par
2
1
909 = [=]
M que g est dérivable sur ]0, + [ puis expliciter g’(x)

]1, +° [ une solution unique ay

b) Montrer que la suite (o) nein €St
décroissante.

c) Déduire que la suite (o) en+ €St
convergente et déterminer sa limite.
4) Soitn € IN* , Sy = —— Tty

a) Montrer que ay, < S, < a,

b) Déduire que la suite S est convergente
vers une limite que I'on précisera.
Exercice 12 (5 points )
On consideére la fonction f définie sur [0, 1] par :
f( x ) = cos(TmVX)
1) Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite.
2) a) Dresser le tableau de variation de f puis
tracer la courbe C de f dans le repere

orthonormé R = (O,_i: f) donné dans Pannexe |.
b) Montrer que f admet une fonction
réciproque g définie sur [-1,1]
c)Tracer la courbe C’ de g dans le méme repére
R.
d) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par :
@(x) =cos (Tr(1 ++x))
Montrer que la courbe de ¢ est I'image de celle
de g par une rotation que I'on précisera
3) a) Montrer que g est dérivable en 1 a gauche
et déterminer g’(1).
b) Etudier la dérivabilité de g en (-1) a droite.

¢) Montrer que g est dérivable sur ]-1, 1[ et que
gx) = V8

w1l - x>
4) Soit h la fonction définie sur [-1, 1] par

h(x) =y9()

a) Montrer que h est dérivable sur ]-1, 1] et
, -1
que h(x)=——
b)M que pour tout x € [-1, 1], h(x) + h(-x) = 1
Exercice 13 : (6 points)

I/ Soit f la fonction définie sur [0, [ par
f(x) = 3/tan2(§) .

1) a) Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite.

b) Etudier les variations de f sur [0, m [.

c¢) Déduire que f réalise une bijection de [0, 1 [
sur un intervalle J que 'on précisera.

La vie n'est bonne qu'd étudier et a enseigner les mathématiques.
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2) Tracer les courbes représentatives de f et de
f~7 dans un repére un méme repére orthonormé. On

calculera f (7) et f ( ZT“).
3) a) Etudier la dérivabilité de f~7 sur J.
b) Montrer que pourtoutx > 0; (f"1)'(x)=

I/ On pose g(x) = f1(x2)+f1( ); x>0.

3Vx

14x3

1) a) Montrer que g est dérivable sur ]0, +=[ puis
calculer g'(x).

b) Déduire que pour toutx >0, g(x) =m.
2) Mque pour tout x > 0 et pour toutk € {0,1,2,...,n
fTl(n)<f1(n+k)<f1(2n).
3) Soit la suite ( u,) définie par :
T f )

n+1 n+k

a) Montrer que pour toutn > 0,
1

f () Sun<fl( o)
b) Déduire que la suite (u,) est convergente.
Exercice 14:

Up =

Soit la fonction g définie sur l'intervalle }0%} par :

g(x) = f(tanx)

1) Montrer que g est dérivable sur l'intervalle }O%}

et calculer g’(x)

2) Vérifier que : Vxe} } g(x)= 20
sin(2x

3) a) Etudier les variations de g

b) Montrer que g réalise une bijection de }0%} sur

[1,+]
4) Soit h la réciproque de g
a) Montrer que h est dérivable sur
-1

2xx? -1

b) Etudier la dérivabilité de h a droite en 1.
Exercice 15: ( 7 points )

J1,+o0[ et que : ¥x € ]I, +o0[, h'(x)=

B/Soit la fonction g définie sur [0, [ par

g(x) =f (cos? x)
1) Vérifier que pour tout x de [0, [, on a:

gx) = —

1-sinx
2) Montrer que g réalise une bijection de [0,%[
sur]—e,—2]
3) a) Montrer que g~ est dérivable sur
]==,-2]

Z1 s _ 1
b) Montrer que (g7 )’ (x) = WY cre)

4) Pour tout entier n € N* , on pose

_ 1 _ 1
Vo =(n+n?) (g7 (-2-75) -7 (27 ))
a) Montrer que pour tout entier n € N* il

existe up
réel a, € ]—2 -, —2-— [ tel que

Vi = o =trran

b) En déduire la limite de la suite (V)
Exercice 16 : (4 points)
Soit n un entier naturel non nul .

Soit f, Iafonction définie sur | 0,%] par :
fo(x) = —x"=2.

sin (nx)
1)a) Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet dans

1
I’intewalle}o,a[ une solution unique«, .

b) Mque VX €10, [, 0na:fui(x) >y (x).
En déduire que fn,1(a )> 0
c) Montrer que la suite (e, ) est croissante et

qu’elle est convergente.
2) Soit g la bijection de]O,%] sur[1,+
définie par:g(x) = Sintnx)

On note g™ la réciproque de g.

a) Calculerg™ (2)

b) Montrer que : an=g" (2+ (o )") .

A/ Soit f la fonction définie sur 10, 1] par ]
fx) = —2— Calculer alors  lim(a, ).
1-V1-x n—>
1)Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1. Interpréter Exercice 17 :( 6 points )
graphiquement le résultat Soit f la fonction définie sur 10; 1] par :
2) a) Montrer que f est strictement croissante sur 10, 7] 2
b) En déduire que f admet une fonction réciproque f ', f(x) = 3,% .
continue sur ] — «,—2] 1-cos(mx)
c) Etudier la dérivabilité de f ' & gauche en — 2.
3) Expliciter f'(x) pour toutx € ] — «,—2]

1) a/ Etudier la dérivabilité de fen% a gauche.

La vie n'est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques. Page 4
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Ari 1 —x?
b/ Prouver qu1e f est dérivable sur ]0; S et calculer 2) On admet que pour tout x>0, f(x) _1-x _
f'(x) ; x €]0; 5[. 1
¢/ Etudier les variations de f puis construire sa courbe
dans un repére orthonormé R’( 0,7, 7 ).
2)

a/ Prouver que f réalise une bijection de ]0; %] sur

Montrer que pour tout

\ll—x2

xel-1L1], f'(x)= T

un intervalle J. Construire la courbe C’ de f~7 dans
le méme repére R'.
b/ Montrer que f~! est dérivable sur J .
¢/ Montrer que, pour toutx e Jona
3
cos(nf () = .
Expliciter alors (f~1)'(x) pour tout x de J.
d/ Déduire la primitive qui s’annule en {/2 de la fonction

2

s . X
@ définie sur IR+ par @(x) = Groyvins

3) Soit h, la fonction définie sur ]0,%] par .

3

ha(x) = f(x) —x" ol n € IN". ‘ AN
a/ Prouver que I'équation h,(x) = 0 posséde une seule - N
solution a, dans ]0; 3[. 3) Soit g la fonction définie sur [0, z[ par
b/ Montrer que hy,1(on ) = (o )™ (T —ay) .«

¢/ Etudier la monotonie de la suite () n < N
d)Montrer que (a,) n < N+ €St convergente vers une
limite que I'on précisera. xel0, 7], g(x) =
e/ Calculer alors lim,,_, ;o 2h_o(— D)™ X CX ().
Exercice 18 :(6points)

I Ci dessous, on a tracé dans un repére orthonormé
(O,17) les courbes @ et I' qui représentent : une pour tout x €0, z[, g'(x) =

fonction f définie et deux fois dérivable sur IR+ ainsi
que sa primitive F. On admet que @ est au dessus de 4) a) Montrer que g admet une fonction

son asymptote la droite d’équation y=-1 et que réciproque g~' définie sur IR+
A(l,% _1] or b) Montrer que g!

que pour tout x>0, (g7)'(x) =

g(x)= f‘l(cos X)

a) Vérifier que pour tout
S X

1+cosx

b) Montrer que g est dérivable a droite en 0
et que

1+cosx

est dérivable sur IR+ et

1) A l'aide d’une lecture graphique
a) Montrer que @ est la courbe de f
b) Calculer (Fof)'(1) 1
c) Montrer que I'équation f"(x)=-1 admet au x>0, F(x)=7-x ‘g_l(;) et déduire que T
moins une solution dans [0, 1] admet une asymptote oblique D. Tracer D
6) Montrer que I'¢quation F(% ) +> =1 admet

x2+1
5) Montrer que pour tout

d) Justifier que f admet une fonction réciproque f™

une solution unique « dans |0, 2
définie sur ]-1,1] . Tracer la courbe @'de f~' q [0.2]

Exercice 19:

Soit f la fonction définie sur ] —;,g] par

La vie n'est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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1,_(X):l—smx

CosX

T
f(;)—O

T T
x €l-—,=[
2°2

1) a) Montrer que f est continue a gauche en ;
b) Montrer que f est dérivable en a gauche en
T etque £(5)=—
p Sae LTy
2) a) Etudier les variations de f. En déduire que f est
une bijection de ]—g,g] sur un intervalle J que l'on

déterminera.
b) Montrer que I'équation f(x) = x admet une solution

unigue o et que E<oc<E
6 4
3) Soit g une fonction dérivable sur IR+ et que pour
S -etg(1)=

+X

tableau de variation est donné par :

toutx € IR+ g'(x) = 0 etdontle

0 +00

9(x)

r
2
2

2

a)Ecrire la tangente a Cg au point | d’abscisse 1

b) Etudier la position de Cg par rapport a la tangente
en |

c¢) Montrer que (gof)'(x) =1 pour tout x de

T
] EIE]
d) En déduire que gof(x) =x ,pour tout x de

Il Soit h la fonction définie sur [0,1] par :
1
h(x)=g(x)—g[ﬂj six e[0,1]
1-x
T
h(1)=—
(1) "
1) a)Montrer que h est continue sur [0,1].

b) Montrer que h est dérivable sur [0,1] et calculer
h'(x).

La vie n'est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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Exercice 20 :

a) Montrer que pour tout ne¥ " ;

n+1 1 n+1 1
—g|o+— SV, <——3gla+—|.
n n n 2n

b) En déduire que (v,) est convergente et

limv, =a .
{par:
X) =
Jf(x) —

1°)1) Montrer que f est dérivable sur | et que pour

) =
(v2x-1)
2)a) Dresser le tableau de variations de f.
b) Construire la courbe C de fdans un
repére orthonormé ( O, 1, 7)
3)a) Montrer que fréalise une bijection de |
sur un intervalle J que I'on précisera.
On désignera par g la réciproque de f.
b) Construire, dans le méme repére
(O, 1,7), la courbe C’ de g.
c) Expliciter g(x), xelR.

( 8 points)
Soit fla fonction définie sur I = E,+oo

- X

tout réel x >

I1°) Soit F la fonction définie sur}z,%} par :

.
1-sin(2x)
a) Montrer que F réalise une bijection de

}n 3“} sur l:%,+00|:. On note G la

F(x)=
1)

44
réciproque de F.

b) Justifier que G(1)—— et G(2)=
a) Etudier la dérivabilité de G a droite en %

b) Montrer que G est dérivable sur :|%,+oo|:
-1

2x+2x -1

Montrer que I'équation ( E ) : G(x) = x admet
dans [1,2[ une unique solution o.

et que Vx>%, G'(x)=

Page 6
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4) a) Montrer que la fonction tangente réalise une

bijection de }—E,E{ sur IR.
22

On note tan " sa bijection réciproque.

b) Montrer que la fonction tan™" est dérivable sur
1

IR et que Vx elR, (tan‘l)'(x) =

1+x2°
¢) Montrer que

Vx e }%,w{, G(x) = %(n +tan™ (f(x)))

La vie n'est bonne qu’d étudier et d enseigner les mathématiques.
qu elgne iques.
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