A Lycée pilote Bourguiba de Tunis
expoyeiflin

Mr:Barhoumi 4éme Math 2021

Exercice 1 :
A. Soit f'la fonction définie sur R par : f (x) =In (1 + e"‘)

.On note (C ) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O,;,}') (unités graphiques : 4 cm).

1. Déterminer la limite de f'en —w et en 400 .
Etudier le sens de variation de f'et dresser son
tableau de variation.

2. Montrer que (C ) admet une asymptote D
d’équation : y = —x . Préciser la position de D
par rapport a (C ) .

3. Déterminer une équation de la tangente 7 a (C ) au
point d’abscisse 0.

Ci-contre on a tracer D, T et (C ) .

4. Soit 0x un nombre réel non nul. On note M et N

les points de (C ) d’abscisses respectives x, et —x, .
a) Vérifier que : f(x0 ) —f(—xo) ==X, .

b) Calculer le coefficient directeur de la droite

(MN) . Que peut-on en conclure ?
¢) Montrer que les tangentes a (C ) en M et N se coupent sur I’axe des ordonnées.

d) Ilustrer sur la courbe (C ) les résultats précédents en prenant x, =1.

u, :1+l
e

u,., :un(l+%j;VneD ’
e

1. a) Montrer par récurrence que, pour tout entier n de N* : 1, >0 .

B. Soit la suite de nombres réels (un) , définie par :

b) Montrer que la suite (un) est strictement croissante.

¢) Montrer par récurrence que, pour tout entier n de N* : In (u,,) = 2. f (k ) (1)

1
2. a) montrer que pour tout réel x de [0,+oo[ ,1-x< 1 <1
X+

1
b) En déduire que, pour tout réel ¢ de [O,+oo[ , t—Et2 < ]n(l + t) <t.

e—2x

¢) En déduire que pour tout réel x : e — > <f (x) <e™ (2)
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3. a) Soit a est un réel strictement supérieur a 1. Calculer, pour tout entier n de N*,§, =

et montrer que la suite (Sn ) admet une limite que I’on déterminera.

n

. <! 1
b) On pose, pour tout entier n de N*: 4 = Z—k et B = Z - - A laide des relations (1) et (2), montrer que :
k=1 € k=1

1
A, —EBn <In (un) < 4, . c) En déduire que la suite(ln(un )) est majorée.
4) a) Montrer que la suite (un) est convergente. On note / sa limite.

2e+1 1
b) Montrer que : i ) <In (l ) < 1 En déduire une valeur approchée de / a 0,1 prés.

2 (e2 -1 e—
Exercice 2 :

A/ Questions préliminaires
1/ Montrer que I’équation : x’ +2x—1=0 admet dans [] une solution unique x, et que x, € ]O, 1[ .

(1+x )

2/ Montrer que :Vxe |-1,+0[ ,ona: In (I+x)<x

3/ Soit f la fonction définie sur [ par : ( ——— six#0

)
/(0)=0
()

. Montrer que f est continue sur [ .

B/ Soit F la fonction définie sur [ par : F X

_[ dt ( fétant la fonction définie dans A )

1/ a) Montrer que F est paire.
b) Calculer F(0) et F(1) . Déterminer le signe de F(x) sur chacun des intervalles ]0,1[ et ]1,+oo[
2In(1+x")=In(1+x")
2/ a) Montrer que F est dérivable sur [l et que : ( ) - X
F'(0)=0

;six#0

b) Montrer que F' est continue sur [ .
3/ a) Montrer que 1’équation F'(x) = 0 admet dans ]0,+oo[ une solution unique o et que e ]0,1] .

b) Montrer que F est décroissante sur [0,a.] et que F est croissante sur [ o, +oo[ .

4/ a) Montrer que : Vx € ]0,+o0[ , on aF(x)+F( ] 3(In x) . b) Calculer lim F(x)

<In(s) (1467
5)a) Soit xel”, , calculer J. Tdt ; en déduire que F ( I

X X

b) Montrer que : Vx € |1, +oo[, 3(In x)2 <F(x)< 3(1nx)2 + 21 .¢) Calculer lim M
x’

X—>+00 X
6/ Soit I' la courbe représentative de F dans un repére orthonormé (0,;, }) .

Donner une allure de I" . (on donne a.[] 0,7; F(o) ] 0,1 et F(2) [11,5).
Exercice3 :

On considére la fonction f définie par : f (x) =xe" . Onnote (C) la courbe de f'dans un repére orthonormé (O,;, }) .

1. a) Etudier f".Préciser le point d’inflexion de (C) et la tangente au point O. b) Construire (C).

2. Soit E, I’ensemble des points M ( X, y) duplantelsque: —n <x<0et f(x) <y <0.Calculer 4 I'aire de £ et
calculer sa limite.
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3. On définit les suites u et v par: u, = Ix”e"dx ety, = Zup —eln(n+1). a) Calculer u, et u, .
0 p=l

* e oy
b) Montrer que pour tout n€ll” ; 0<u, < —1 .Déduire que u converge vers 0.
n+

e

4. a) Montrer a I’aide d’une double intégration par parties que , pour tout n €l *; u, =

n+3

n+l

. . e e x
b) Déduire que pour tout n €] ™ ; <u < etque;eI—Su Sej
n

n n

dx
n+2 n+ X x

n+2

¢) Montrer que pour tout nell * ; e[h(”—fj—ln3}£ v, <0.
n+

n+2 dx

5)a) Montrer que pour tout n€ll * ;v —v =u,  —e I —.
b

n+l

b) En déduire que la suite v est décroissante sur N*.
¢) Montrer alors que la suite v est convergente et donner un encadrement de sa limite.

Exercice 4 :

f(x) =(e"‘ —l)lnx six>0
A/Soit f'la fonction définie sur IR+ par : f£(0)=0

(C )désigne la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,;, }) .

1)a)Montrer que f est continue a droite en 0.

b)Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter graphiquement le résultat.

2)Soit g la fonction définie sur [1° par : g(x) =xlnx+e 1.

a)Montrer que I’équation g’(x)=0 admet dans [] * une solution unique & et que0,1 < @ < 0,2 puis donner le signe

de g’(x) dans [  .b)Dresser le tableau de variation de g, en déduire que 1’équation g(x)=0 admet dans [] ° une
solution unique £ et que 0,3 < f<0,31. ¢)Dresser le tableau de variation de f et tracer (C )( On prend £ =0,31).

1
B/Soit le]O,l[.Onpose A(A)=|f(t)dt et I, (ﬂ)=It"1nt dt avec nell .
7

1)a)A I’aide d’une intégration par partie , calculer /, (/1) . b)Montrer que lim /, (/1) =
A—0"

2)Pour tout t de ’intervalle [0,1] ,0n pose : @, (t) =let Vnel ¢, ( )

a)Montrer que : Vnell, @, (1) =g, (¢). b)En déduire que : Vxe[0,1], Igo” (t)dt=1-gp,,,(x).
0

c)Montrer par récurrence que : Vnell @, , (t) <e'<q, (t) .
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d)En déduire que : Vn el *;z%lk (/1)
k=1 .

3)Soit A I’aire de la partie limitée par (C )et les droites d’équations x=0 ,x=1 et y=0.

o _ k+1 onil _ k+1
a)Montrer que Vnell " Z(—)z <A< z (—)2 .b)Pour n=2, donner un encadrement de A a 10~ prés .
k=1 k!(k+l) k=1 k!(k+l)

Exercice 5 :
Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par: f(x)=(Inx)’.
1)a)Dresser le tableau de variation de f.

b)Tracer la courbe (@) de f dans un repére orthonormé (0,, j ) en précisant la demie tangente au point
Jjenp g p

d’abscisse 1.

2)Montrer que f réalise une bijection de [1,-+oo[ sur [0, 0] et tracer sa courbe (@) dans le méme repére
(0,?, }') .
3)a)Expliciter /™' (x) pour tout x &[0,+o[ .

b)Calculer : J, = I f (x)dx , En déduire I’aire de la partie du plan limitée par (') ,I’axe des abscisses et les
1

droites d’équation respectives x=0 et x=I.

4)Pour tout nel] ", on pose J, =I(lnx)" dx etV :(Zn:.fp]—eln(n+1).
1 p=l

a)Montrer a ’aide d’une intégration par partie que pour tout nell” : J, ,

= e—(n+1)Jn .En déduire J;.

b)Montrer que (Jn) est décroissante. c¢)Déduire que pour tout nell * :

n+l n+3

d)Montrer que pour toutn el ™ : © < e‘.' ﬂ Prouver alors que : e'f d_xs J <el|—.
n+1 "X b

n+2 n

n+3

e)Montrer que pour tout nell” : e{ln(
n+1

j-m}srfnso.

n+2
5)a)Montrer que pour tout nell” : V-V, =J,  —e I ax . b)En déduire que la suite V est décroissante
X

n+l
Exercice 6 :

Soitn €l et f, la fonction définie sur ]O, +oo[ par f,(x)= L¥lnx .

n
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On désigne par C », la courbe représentative de f, dans un repere orthonormé (o,i, J ) .

A/ Dans cette partie on suppose que n€l]”
1/ a) Montrer que les courbe C , passent par deux points fixes A et B (xa< Xz ).
b) Etudier la position relative de C » et C n.1.

2/ Dresser le tableau de variation de f,, .

3/ a) Tracer dans le méme repere orthonormé (o,_z;}) Ci.etC,.

1
b) Calculer l'aire de la partie du plan limitée par C1 et C, et les droites d’équations x =— et x =1.
e

B/ On suppose dans cette partie que n = 0 et on pose F I fO dt pour tout x >1.
1/a) Montrer que: V X € [1,+oo[ F(x) =xInx.
b) Montrer que F réalise une bijection de [1, +00[ sur un intervalle | que I'on précisera.
2 / Soit k €[] . Montrer que I'équation F(x) = k admet dans [1, +oo[ une solution unique ¢, . Calculer ¢, .

3/a) Montrer que la suite (ak ) o eststrictement croissante et qu'elle diverge vers 4o .

b) Montrer que : V k €[ I o dt =1.

c) En utilisant le théoreme de la moyenne , montrer que qu’il existe

B €la,.a,.,] telque f,(B,)= 1

1 O

En déduire que klirzlco (e, —a,)=0.

" Ink 1n2 In3 Inn
Z =— 32 — .. .

C/ On considére la suite(S, ) définie par: Vnell avecn>2, S,

|
1/a) Etudier les variations de la fonction ¢ : x - n_zx sur ]0,+oo[.
X

k+1
b) En déduire que pour tout entier naturel k >2, on a ¢(k + 1) < Ik (o(t)dt < (o(k) :

2/a) Montrer que: Vn=>2,S, —¢)(2) SI

2

b) En déduire que: Vn > 2 I dt+]n—<S <I t)dt+1121_2

c) Calculer Ln go(t) dt , en déduire que la suite (Sn) est majorée .
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3 /a) Etudier la monotonie de la suite (Sn) , en déduire qu’elle est convergente .

b) Soit L la limite de .S, . Montrer que : In+2e < L <n3/8¢".
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