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Exercicel

1.

1.

. . . . 1 . 1
Soit (u ) la suite géométrique de premier terme u, = —et de raison —.
n 0 3 3

a) Ecrire u, en fonction de n.

b) Déterminer lim u,, .
n—>+0

¢) Pour tout naturel n, on pose s, =u, +u, +...+u,.

Exprimer s, en fonction de n N
Vérifier que, pour tout réel £ >0; €' >1 en déduire que pour tout réel x>0; e* > %

Soit ( )la suite définie pour tout naturel n, par v, = (1 + uo) (1 + u1 X.. ><

a) Calculer v et v,

b) Montrer que la suite (vn ) est croissante. ‘b
. 1
¢) Montrer que pour tout entier naturel n, v, < e’ 3n+ (b >
d) Montrer que la suite ( ) est convergente vers un reel et

Exercice 2
Soit f la fonction définie sur [0 +oo[ par: f(x)=e x. &

a) étudier la dérivabilité de f a droite en 0.
b) Montrer que f est dérivable sur]O +a% tudier les variations de f et représenter sa courbe (C) dans un

repére orthonormé.
Soit F* définie sur 0 +oo[ par : & f@)dr.
a) Montrer que F' est dérj ur ﬂ), et calculer F''(x).

b) En déduire en intégrant que*pour tout réel x de [O, +oo[ ona: F(x)==2(x+De " +2.

¢) Calculer alors J*ai omaine limité par (C), I’axe des abscisses et les droites d’équation x=1et x=4.

Exercice 3

Soit f1a foreti inie par : f(x)=2e"" —e". (C) est la courbe de f dans un repere orthonormé (0,;, ;)

(unité 4 cm).
Etudier f et tracer (C).

1
a) Soit f un réel vérifiant ¢ < In (Ej’ calculer en ¢m?1'aire A(t) du domaine plan défini par :
1
t<x<in 5 et f(x)<y<0.
b) Déterminer lim A(t).
t——0
. - . 1
Soit g la restriction de fa 'intervalle / =| In 1) +o0| .

a) Montrer que g est une bijection de / sur un intervalle J que 1’on précisera.
b) Expliciter pour x € J le réel g~'(x).




¢) Tracer la courbe de g '

d) Déduire I’aire, en cm® du domaine définie par: —% <x<0 et In (%) <y<gl(x).

Soit 7 un entier naturel et f, la fonction définie par: f, (x) = Z D" pe™
p=1
a) Donner une primitive F de f, sur R.
( l)n (n+Dx _ x
1+e" '
(_l)nne(n+2)x + (_l)n (n + l)e(n+l)x _ex
(+e*) '

On considere la suite (1, ) définie sur N* par u, = Z(—l)” n% ) N
p=1 Z

b) Montrer que pour tout x réel ; F, (x) =

En déduire que pour tout réel xona: f (x)=

n+2 1
=" e
n

1) :
b) Calculer lim u,,. ‘b
Exercice 4 ‘b

1

1
Soit f 1a fonction définie sur [0 +oo[ par: f(x)=—e *,si x@
X

1. a) Montrer que f est dérivable a droite en 0.

a) Montrer que pour tout 7 de N*ona: u, =

v

x)e *
b) Montrer que pour tout réel x>0, f' s
X
¢) Dresser le tableau de variati
d) Tracer (C) courbe représentative ans un repere orthonormé (0, A j) .
1

[ ) L
Soit F la fonction définiggsu oo[ par: F(x)= J.l"x f(@)dt .

a) Montrer que F gst able sur ]1 +OO[ et calculer le réel F '(x). En déduire que F(x)= J. Zl dr .
nt

1 1
b) Montrergqu rtout réelt > 1, [nt <t—1.En déduire que pour tout x € ]1 e[ F(x)> —1 dr.
xt

Calculer alors la limite de F a droite en 1.

1
¢) Montrer que pour tout x > e, F(x)>——. En déduire que F admet une limite finie [ en + oo,
e
X
Soit @ 1la fonction définie sur [O, +oo[ par @(x) = L f@®dt.

1
a) Vérifier que pour tout réel x >0, (o(—} =F (ex) )
X

b) En déduire que go(O) =1.

Exprimer en fonction de / 1’aire du domaine limité par la courbe (C) et les droites y =0, x =0 et x = 1.
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Exercicel

. . . 1 . 1
1. a) (un) est une suite géométrique de premier terme u, = 5 et de raison g donc u, =u,xq" =

1 1
b) La raison de la suite (u, ) est 3 et —1< 3 <ldonc limu,=0.

n—>+00

. . . .1
c) s,estla somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison 5 # 1 donc

e \
, =1x&=1[1—[1) ] &

30 b 2 (3
3

. . . ]
ona: t>0&> e >e” =1 par croissance de la fonction exponentielle
Déduction :
on a pour tout réel 7 >0; €' >1 la continuité de la fonction ex tielle'et la positivité de I’intégrale
X
permettent d’écrire : pour tout réel x >0; I edt>x < >Weet>21+x.
4 10 40
T2

4 1
x| 1+— |= =—.
3 ( 9} 3 9 27

b) v, = (1+uy ) x(1+u, ) x..x(1+u, ) =V, x(1+u,,, )et comme u, >0 1+u

Ona: v, =(1+uy)x(1+u )x..x(1+u,)
4

0
a) v0=(1+u0)=1+%=§; v, =(1+uy ) x(1+up)

1 > 1 donc

1% . . .. .
—1tl 5 1 et comme la suite (vn rictement positifs alors elle est croissante.

Y

¢) on a pour tout x >0; X (?onc pour k entier naturel k compris entre 0 et n : 141, <e"* et donc

v, <e¥xe x..xe €0 x e X x e = 0T

1( : J
.. . 2 n+1
Ainsi : pougtoufenitier naturel n, v, <e™ 3/,

1@#]
d) le réel l—3n—1+131<:>%(1—3”1+1j3%<:>62 s S\/;.

La suite (vn ) est croissante et elle est majorée par JZ donc elle converge vers unréel [ eton a :

vOSVnS\/ZQ%SVnS\/zetdonc%SZS\/E.

Exercice2

1. a)Pour x>0,

po) et o -
f(X) f(0)=€ 1=€ 1)( _L etona: lim_\/;:()et llme lzldonc
X X —Jx Jx ¥0" w0 X

s f)-£0)

par composée lim =let par produit lim ——————=—00. fn’est pas dérivable a droite en 0.
x—0" —\/; x—0" X




b) La fonction x > \/; est dérivable sur ]O, +oo[ et la fonction exponentielle est dérivable sur R donc f est

dérivable sur ]O, +oo[ et f(x)= —#e“ﬁ =< 0. fest continue sur [0, +oo[ et f'(x)<Osur ]O, +oo[ alors f
X

est strictement décroissante sur [O, +oo[ . f <[O, +oo[> = :|xl_z)1110O fx), f (0):| = ]O, 1] .

e

2. a) Lafonction x> x” est dérivable sur R et elle est positive et f est contj ur{ , +oo[ contenant le réel 0

donc F est dérivable sur R et donc sur [0, +oo[ et F '(x) =2xX% e“r =2xX e_‘x‘ =2xe “carx e [O, +oo[ .
b) On a pour tout réel x € [0, +oo[ , F'(x)=2xe " et F(0)= %t O donc F est la primitive sur

[O, +oo[ de la fonction qui a x> 2xe” " et donc F (x) t.

On integre par parties, on posant :

{u(t) =t u 't)=1

. donc
viit)=e v(t) =—e
Les quatre fonctions sont continues sur éoréme d’1ntegrat10n par parties

— | —tp x —t —X .
EF(x)—[ te ]O+ dt —e " +1.Ainsi

F(x)= 2(—xe —e " +1l4= 9+1 e +2.Cest le résultat souhaité.

f étant continue et positiye 0, +oo[ donc I’aire demandé est

A=j4f(t) ar <0 dt+_[4f(t) dt =—j12f(t) dt+j22f(t) dt . Donc A=F(2)—F(l)
1 1 0 0 0 '
= —6e i 2) —de' —6e?

Exercice3

1. festdérivable sur R comme somme de fonctions dérivables et f (x) =4e™ —e* =¢" (4ex —1) . Le signe de

£ (x)et celui de (4ex - 1) .

1 1
Orde'-120=e" 2—=x2n| —|.
4 4

Ainsi f est strictement croissante sur |:ln (Z ,+oo| et elle est strictement décroissante ailleurs.

lim f(x)= lim 2¢* —e* =0 donc I’axe des abscisses est une asymptote a (C) au voisinage de —oo
X—>—0 X—>—0

lim f(x)= lim ¢" (2" ~1)=+wet lim IO i (Zex—1)=+oocar tim 2% — o0 done ©)

X—>+0 x X—>+00 x X—>+0 x




admet au voisinage de +ooune branche infinie parabolique de direction (0, ])

J ©)
)

|
|
/

X
&

2. a)Onaf(x)=0<:>2e2x—ex=0<:>e 2e

= R
w P ] oo &@
L it )f(x)dx [ - l" %Q —e —e¥ ——

Donc I’aire A(t) = —(e —et ——
b) lim A(t) = lim (ezt

1—>—0 t——0
a) g est restrictio

intervalle do

b) On pour y e{ln(i],+oo|:etxe|:—%,+oo|: cg(Y)=x2e" —¢ _x:0<:>2(eY)2_ey_x=O.

1
Silonpose ¥ =e’ > "

Alorsona: Z(Y)Z—Y—xZO

1- \/1+8x 1+\/1+8x

le discriminant A=1+8x>0etdonc Y| = - Or Y| ne convient pas car on voit

. 1-+1 .
tout de suite que pour x = Qalors Y] = —\/- = 0 donc on conserve Y, et par suite

4




S y=in Finalement g~'(x) =

1++/1+8x
=)

ln[L+Jl+8xj
-

d) Par des raisons de symétrie I’aire demandée est

2in 1 In L
A ln(lj e (4) —e [4] L lieem? =(l—l+lj16cm2 =lem’ .
4 4 16 4 4

a) f,(x)= Z(— 1)” pe™ somme de fonctions continues sur R donc f, continue sur R elle admet par
p=1

n
conséquent des primitives sur R I'une d’elles est F,(x) = Z (=1)? ™ on oublie la constante.
p=1

n

v, . S NoMN.) .

b)Ona: F,(x)= Z (—ex) il s’agit de la somme de termes consécutifs d’une sult%etrlque de raison
p=l

—e* < 0donc différent de 1. Ainsi

F,(x)= (—ex ) X ﬂ = - . C’est le résultat demandé.

Déduction

F, étant une primitive de f, sur R alors pour tout x

(( 1) n +1 (n+Dx 1 e (n+1)x x

F,(x)=

1+e

( 1) (I’l-l—l (n+1)x +( 1) —e” _e _(_l)ne(n+2)x+ezx

o)

(n+1)x
D" (1) :

Ainsi pour tout X et pour tout entier naturel n, ona: f, (x)=

(_1)nne(n+2)x + (_l)n (n + 1)e(n+1)x _ ex
(1+¢e*)? '

a) Essayons de mieux voir pe™ = L oo = € < px=lin (Lj =—pin (n) S x= —ln(n) =In [lj .
P nP nP

n n
Donc u, = f, (ln(lD
n

On peut donc écrire u,,

Iy )y Cygane ) )

[“"’M(DJZ




(_l)nn+2|_n+2_ n+2 (n+1)lnnx n+2
nn+1 |_ nn+l - e(n+1)lnn - e(n+l)lnn (n+1)lnn'

b)

2
1+—
+1)/
lim (n+1)lnn=+ooet lim izOdonc lim M=Oet lim Lz: li

m
n—+0 x>+ g% n—s+o0 e("“)’”” n—>+0 ( n+ 1) Inn  n—+o (1

o (n+ 1) Inn n+2 )
donc par produit [lim X = (0 donc par un théoréme de comparaisony /im (—1)"
n—>+00 e(”+l)l”" (n + 1) Inn

Finalement les opérations sur les limites permettent de conclure lim u, =0.

n—>+00

Exercice4

1

1
1. a) lim —e * = lim te” = lim —se* =0= f(0) doncfes dr01te en 0.
x—0T X t—>+0 §—>—00

fO-fO _x

X

Pour x > 0;

2 1
lim —l=—ooet lim x*¢*=0 do %osee lim f®=-/O _ = lim (1) e ¥=0.
x—0" X X—>—00 % x—0" X x—0"

fest dérivable a droite en 0 et d

b) fest restriction a ] "ute fonction dérivable en tout réel non nul donc f est dérivable sur cet intervalle et

1 1 1
1 — 1 1 — 1 -
pour tout réel £>-\0, f(X)=——Fe *+—ox—e*=—e " (1—x)c’est le résultat demandé.
2 ox X

f(x)=0=x=1
f'(x)~0=xe ]0, 1[ et f est strictement croissante sur cet intervalle

f(x)<0<=xe ]l, +oo[ et f est strictement décroissante sur cet intervalle.

! B

lim f(x)=lim —e *=0car lim e v=e) =1,
X—>+0 X—>+0 X xX—>+o0




2. f estcontinue sur [0, +oo[ puisqu’elle est continue sur I’ouvert ]0 +oo[ et a droite e@&eﬂe admet des

primitives sur cet intervalle, soit H 1’une des primitives de f sur[O +oo[

1
On a d’une fagon évidente F'(x)=H (l - H pour X € ]1 +oo[
nx
1
La fonction : u:x+— l_ est dérivable sur ]1 +oo[ et u'(x) sur cet intervalle donc u est
X

strictement décroissante sur ]1 +oo[ et u <]l +oo e H est dérivable sur [O, +oo[ alors F est
dérivable sur ]1, +oo[ comme composée.
-1
F'(x)=
X (lnx)

Or pour x € ]1,+oo[, —

Ainsi F (e) =0.Fes ptimitive de la fonction x = qui s’annule en e.

x* (lnx)

D’ou F(x)= dt:je L

lnt x lnt

1 t1
b)Ona: Vx>1, —=<1 etdonc pour tout réel ¢ > 1, L—dx<t—1<:>lnt<t—l.
X X

Ona: x<t<e<> x> <t’<e’en multipliant par Int >0 car ¢ >1, on obtient : *int < *int

orpour 1 >1, Int<t—1= e’Int <e’(r—1) et donc lnt < &? (r-1)

L .1
(t-1)

et les deux membres de cette inégalité sont strictement positifs, on obtient donc :

Onapourt>1, 3 < et les deux fonctions sont continues sur ]1, +oo[ donc d’aprés la positivité

e (t-1) int

de I’intégrale ‘v’xe]l,e[, r —dtsr %dt <:>F(x)>—j —dt pour tout x € ]1 e[
X tTint




Or t—dt—[ln t 1:| ln(e—l)—ln(x—l)etdoncpourxe]l,e[, F(x)Ziz(ln(e—l)—ln(x—l)).
xt— e

lim iz (ln(e - 1) —In (x - 1)) +oo donc par comparaison lim F(x)=+o0.
it e x—1t

¢) e<t<x<lIne<Int <Inx par croissance de la fonction [n.

S1<int <Inx <> 1> <t?nt <t*lnx avec t>=1=1>=1>0

1 1

1 1
= 2— < 2— < = - Ainsi pour e<f<Xx,ona 3 < — et les fonctions sont continues sur ]1, +oo[ donc
Inx Int t tlnt t

x 1 1
par la positivité de I’intégrale, on a : pour x > e, I Tdt < I —dt & -F (x)
et int e t

1
On en déduit donc que pour toutx > e, F(x)=>—— .
e

On a vu que F est dérivable sur ]1, +oo[ et que F'(x) = — —_ % > Opour X€E 1 +oo[)
X

Q

1
F est alors strictement décroissante sur ]e, +oo[ et elle @n é ——donc elle admet une limite finie /
e

en +oo. ,

a) F est définie sur ]1 +oo[ par: F(x)

Pourxe]0+oo[ e* > 1et dénc J- (t)dt—J. f®dt=¢ (—)

f est continue sur 0 @ est dérivable sur [0 +00[ et par suite elle est continue sur cet intervalle donc

en zéro.

D’une part® ! =0et lim go(x) = go(O) donc par composée [lim q)( ] = (0(0)

X—>%00 X x>0t X—>+00

1
X
d’autre part lim e* =+oet lim F(x)=I[donc par composée lim F (ex) =1
X—>+0 X—>+00 X—>+0

1

et comme pour tout réel x > 0, ¢(—j =F (ex) alors I’égalité des limites donne (0(0) =1.
X

Pour x € [O, 1], f(x) >0 donc I’aire demandée en unité d’aire est :

1 0
A=J'0f(x)dx - —J'l F(x)dx =—p(0)=—.




