
 

 

Mr : Chahed         Série  Exponentielle                  4eme math 

Exercice 1 :Donner la bonne réponse pour chacune des questions suivantes : 
1°/  Le réel  x = e−2ln12  est égale à :   −4                          ;                        b) 

14                             ;                   c) 4 . 

2°/ La valeur moyenne de la fonction : x → xex2  sur [0, √2]  est : e2−12                          ;                        b) 
e2−12√2                           ;              c) √2(e2 − 1) . 

3°/ La limite quand x → +∞ de la fonction  x → e2x − x2ex  est : +∞                           ;                        b) 0                               ;               c) −∞ . 

4°/  La fonction  x → x − ln(1+ex2 )  est une primitive sur ℝ de la fonction f définie sur ℝ par :  f(x) = 21+ex           ;                          b) f(x) = −2ex1+ex             ;               c) (x) = 11+ex . 

5°/ La limite quand x → +∞ de la fonction  x → 1−2x1+2x   est :  0                               ;                        b) −1                               ;                c) − 12 . 

6°/ Soit f(x) = (√2)x  alors la fonction dérivée de f est définie sur ℝ par :  

 f ′(x) = ln2(√2)x     ;       b) f ′(x) = ln22 (√2)x     ;   c) f ′(x) = −√2ln2(√2)x           

Exercice 2 : 

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse : 

1°/ L’équation2𝑥2−𝑥 = 1  admet dans ℝ  deux solutions . 

2°/ Pour tout réel  𝑥  on a : 3𝑥 ≥ 2𝑥   . 

3°/ Ladroited’équation : 𝑦 = 𝑥  est une asymptote oblique au voisinage de +∞ à la courbe 𝐶𝑓 de la fonction 𝑓 

définie par : 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑒𝑥)  . 
4°/ La fonction  𝑥 → 𝑒√𝑥  est dérivable sur [0,+∞[  . 
5°/  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒1𝑥 − 1𝑥   alors lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥) = +∞  . 

6°/ 𝐹(𝑥) = ∫ ln(1 + 𝑒−𝑡) 𝑑𝑡𝑥0    alors 𝐹′ (ln(13)) = 2𝑙𝑛2  . 

Exercice 3: 

I. Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥−1𝑒𝑥+1  . 𝐶𝑓  désigne la courbe de 𝑓 dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖, 𝑗) . 
1°/   a) Dresser le tableau de variation de 𝑓  . 

           b) Montrer que 𝑓 réalise une bijection de ℝ sur ]−1,1[ .  
Expliciter 𝑓−1(𝑥) pour tout 𝑥𝜖]−1,1[  . 

2°/  a) Montrer que 𝑓 est impaire  . 

        b) Ecrire une équation de la tangente 𝛥  à 𝐶𝑓  au point 𝑂  . 

           Etudier la position de 𝐶𝑓  par rapport à 𝛥  . 

3°/  Tracer 𝛥  ,  𝐶𝑓  et 𝐶𝑓−1  . 

4°/ Calculerl’aire𝐴 de la région du plan limité par 𝐶𝑓 etlesdroitesd’équations : 

                   𝑥 = −1 et 𝑦 = 0  . 

II. Soit 𝐹 la fonction définie sur ℝ+∗   par  𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑙𝑛𝑥0   . 

1°/  Montrer que 𝐹 est dérivable sur ℝ+∗   et que pour tout 𝑥 ∈ ℝ+∗  on a : 𝐹′(𝑥) = 𝑥−1𝑥(𝑥+1)  . 
2°/   a) Calculer (1) , déduire que pour tout 𝑥 ∈ ℝ+∗  on a 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑡−1𝑡(𝑡+1) 𝑑𝑡𝑥1   . 

    b) Expliciter 𝐹(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ ℝ+∗ . Retrouver 𝐴  . 



 

 

         c) Dresser le tableau de variation de 𝐹  . 

Exercice 4: 

Partie A 

Soit pour tout x ∈ ]−1,+∞[ :  𝑓(x) = ex1+x  et  𝑔(x) = ex(1+x)2  . On désigne par (C) et (C′) les courbes 

représentatives de 𝑓et 𝑔dans un repère orthonormé(O, i⃗, j⃗).   
1°/ Etudier les variations de 𝑓et de 𝑔et vérifier que pour tout x ∈ ]−1,+∞[ ,  
          𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓′(𝑥)   
2°/ a) Etudier les positions relatives de (C) et (C′). 
       b) Tracer (C) et (C′). 
3°/ Calculerl’airedelapartieduplanlimitéepar(C) et (C′) et les droites d’équations x = 0 et x = 1. 

Partie B 

On considère 𝐽 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡10  

1°/ Montrer que 1 ≤ J ≤ e2 . 

2°/ soit (Un) la suite définie par U0 = ∫ etdt10   et ∀n ∈ IN∗ , Un = (−1)n ∫ tnetdt10  . 

a) Calculer U0 et U1. 

b) Al’aided’uneintégrationparparties,montrerque∀n ∈ IN , Un+1 = (−1)n+1e + (n + 1)Un . 

3°/ Dans cette partie, on suppose que n ∈ IN∗. 
On pose Sn = ∑ Uknk=0   et  𝑅𝑛 = (−1)𝑛+1 ∫ 𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)𝑑𝑡10  

a) Vérifier que ∀t ∈ [0,1],  11+t = 1 − t + t2 +⋯⋯+ (−1)ntn + (−1)n+1tn+11+t  . 

b) En déduire que J = Sn + Rn . 

c) Montrer que |Rn| ≤ e2(n+2) . 
d) En déduire que la suite (Sn) est convergente et donner sa limite. 

Exercice 5: 

Soit la fonction  définie par :  f(x) = 1√2ex−1          . 

1°/  a) Montrer que le domaine de définition de f est  I = ]− ln(2) ;+∞[    .            
b) Montrer que pour tout x ∈ I on a :  f ′(x) = − ex(√2ex−1)3    .     Dresser le tableau de variation de  f . 
c) Tracer la courbe Cf de f dans un repère orthonormé (O;  i⃗;  j⃗) . 
2°/ a) Montrer que  f est une bijection de I sur ]0; +∞[, on note g = f−1 Expliciter g(x) pour > 0 . 

c) Tracer la courbe Cgdans le même repère. 

3°/En étudiant la fonction φ ∶ x → f(x) − x  sur I, montrer que l’équation f(x) = x  

           Admet un unique solution.   Vérifier que 0 < 𝛼 < 1 . 

4°/         Soit u la fonction définie sur [0; π2[ par : u(x) = −ln(2cos2(x)) . 
              Dresser le tableau de variation de  . Résoudre l’équation (x) = ln(2) . 
5°/      Soit F la fonction définie sur [0; π2[ par : F(x) = ∫ f(t)dtu(x)0  . 

Montrer que F est dérivable sur [0; π2[  et calculer F′(x) . 
Soit D le domaine limité par Cf , l’axe des abscisses et les droite d’équations x = 0 et x = ln(2)  
 

Exercice 6 :        



 

 

I/ Soit fla fonction définie sur R par : f(x) = e−xln(1 + ex) 1) a) Montrer que :  limx→−∞ f(x) = 1 

 b) Vérifier que pour tout x ∈ ℝ on a : f(x) = xe−x + e−xln(1 + e−x)  puis calculer limx→+∞ f(x) 
2) Soit h la fonction définie sur [0,+∞[ par :  h(x) = x1+x− ln(1 + x) 
      Etudier les variations de h et en déduire le signe deh(x) 
3) a) Montrer que pour tout x ∈ ℝ  on a : f ′(x) = e−xh(ex)Puis dresser le tableau de variation de f 
 b) Construire Cf on précisera la tangente au point d’abscisse 0 

4) a) Vérifier que  
11+ex = e−xe−x+1 

 b) Calculer l’aire de la partie limiter par  Cf, x = 0 , x = 1 et y = 0 

II/ Soit (Un) la suite définie sur N par : 

      Un = ∑ (−1)knk=0 e−kk+1     et     Rn = (−1)n+1 ∫ tn+11+t dt1e0  

a) Montrer que ∀t > 0 on a :  
11+t = ∑ (−1)knk=0 tk + (−1)n+1 tn+11+t  

b) En déduire que  ∀x > 0 on a :    ln(1 + x) = ∑ (−1)knk=0 xk+1k+1 + (−1)n+1 ∫ tn+11+t dtx0   
      Puis que  ∀x ∈ ℝ on a :   ln(1 + ex) = ∑ (−1)knk=0 ex(k+1)k+1 + (−1)n+1 ∫ tn+11+t dtex0  

a) Montrer alors que :   f(x) = ∑ (−1)knk=0 ekxk+1+ (−1)n+1e−x ∫ tn+11+t dtex0   

b) Montrer que : Un + eRn = eln (1+ee ) 

3)  Montrer que |Rn| ≤ 1(n+2)en+2 , puis déterminer la limite de Rn 

     b) Montrer alors que : limn→+∞Un = eln (1+ee ) 

Exercice 7  : Soit g la fonction définie sur ]1e , +∞[ par : g(x) = ln(x)(1+ln(x))2 
1) Dresser le tableau de variation de g 

2) Construire Cg la courbe représentative de g dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗)  
3) Soit  G(x) = ∫ g(t)dtex1   , ∀x ∈ ℝ 

  a) Montrer que G est dérivable sur ]−1,+∞[ et  on a : G′(x) = xex(1+x)2   En déduire que : G(x) = ∫ tet(1+t)2 dtx0  

 c) A l’aide d’une intégration par partie montrer que : G(x) = ex − 1 − xex1+x  4) Calculer l’aire de la partie limiter par  Cg, x = 1 , x = e et y = 0 

Exercice 8 

1) Soit g la  fonction définie sur  ℝ par g(x) = (x − 1)ex + 1 

    Dresser le tableau de variation de g et déduire le signe de  g(x) 
2/ Soit f la fonction définie sur [0, +∞[ par {f(x) = ex−1xf(0) = 1 six > 0 

Pour tout x ∈ ]0,1[  et   Pour tout n ∈ ℕ on considère  les fonctions                                                     

              In(x) = 1n!∫ (x − t)netdtx0   et   Sn(x) = ∑ xkk!nk=0  

    a)   Montrer que   0 ≤ In(x) ≤ xn+1(n+1)! ex b)  En déduire limx→0+ In(x)xn    et   limn→+∝ In(x) 



 

 

3/ a) Montrer que  In(x) = xn+1(n+1)!+ In+1(x) 
     b) Montrer par récurrence que     In(x) + Sn(x) = ex puis déduire limn→+∝Sn(x) 
4/ a) Montrer que  Pour tout x ∈ ]0,1[ on a  

ex−1−xx2 = I2(x)x2 + 12  puis déduire que f est dérivable en 0 

     b) Dresser le tableau de variation de f et tracer Cf 
Exercice 9 

Soit f la fonction définie sur ℝ par f(x) = (x + 1)2e−x  et  (C) sa courbe représentative  

dans un repère orthonormé (o, u,⃗⃗⃗⃗⃗  v⃗⃗)  
1.a. Etudier f est tracer (C) 
    b. Soit 𝛼 ∈ ]−1 +∞[ et 𝒜(𝛼) l’aire par unité d’aire de la partie du plan limité  par (C) et les  

      droites  𝑦 = 0 , 𝑥 = −1 et = 𝛼 . 

      Calculer 𝒜(𝛼) puis dterminer sa limite lorsque𝛼  tend vers +∞  

2. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑓𝑛 la fonction définie sur 𝐼 = [−1 +∞[ par 𝑓𝑛(x) = (x + 1)ne−x 

    a. Dresser le tableau de variation de 𝑓𝑛  

    b. En déduire que pour tout  𝑥 ∈ 𝐼 on a 0 ≤ 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝑛𝑛𝑒1−𝑛 .Calculer lim𝑛→+∞𝑛𝑛 e1−𝑛  

3.Soit 𝑔𝑛 la fonction définie sur  𝐽 = ]−1 +∞[ par 𝑔𝑛(x) = 1𝑓𝑛(x)  
   Montrer que pour tout  𝑥 ∈ 𝐽 on a 𝑔′𝑛(x) = 𝑔𝑛(x) − 𝑛𝑔𝑛+1(x) 
4. Soit  (𝐼𝑛)𝑛∈ℕ∗ la suite définie par 𝐼𝑛 = ∫ 𝑔𝑛(x)dx10   

  a. Montrer que (𝐼𝑛) est décroissante minorée 

  b. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ − {1}  on a  
1𝑛−1 (1 − 12𝑛−1) ≤ 𝐼𝑛 ≤ 𝑒𝑛−1 (1 − 12𝑛−1)  

      Puis déduire la limite de  𝐼𝑛  

  c. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ on a  𝐼𝑛 = 𝑛𝐼𝑛+1 − 1 + 𝑒2𝑛 .5d.Déterminer lim𝑛→+∞𝑛𝐼𝑛+1 puis lim𝑛→+∞𝑛𝐼𝑛 

Exercice 10 : 

I. Soit f la fonction définie sur ]0,+∞[ par f(x) = e−xx  1. Etudier f et tracer C 

2. On considère la suite ( Un ) définie pour tout entier naturel n par : 

                     {U0 = 1Un+1=Un2f(Un) = Une−Un  

   a. Montrer que pour tout réel x,on a ex ≥ x + 1 

   b. En déduire que pour tout réel x strictement positif, on a x2f(x) ≤ xx+1 

   c. Montrer par récurrence que pour tout n ∈ ℕ on a :  0 < Un ≤ 1n+1 

   d. Montrer que ( Un ) est convergente et donner sa limite. 

 3.  Pour tout entier naturel  n non nul, on pose vn =∑ uKn−1K=0  

      Montrer que pour tout entier naturel  n non nul, on a vn = ln( 1un)  puis déduire sa limite 

II. On considère la fonction F définie sur l’intervalle [0,+∞[ par : 

                           {F(x) = ∫ f(t)dtx > 04x2x2F(0) = 2 ln(2)  



 

 

 1. a Vérifier que pour tout réel x strictement positif, on a ∫ dtt4x2x2 = 2ln(2) 
     b En utilisant l’inégalité de la question 2.a, montrer que pour tout réel t strictement positif,  

            on a    −t ≤ e−t − 1 ≤ 0 

 2. a Montrer que pour tout réel x strictement positif, on a :−3x2 ≤ F(x) − 2ln(2) ≤ 0 

       b En déduire que F est dérivable à droite de zéro. 

  3. a Montrer que pour tout réel  t ≥ 1, on a f(t) ≤  e−t puis déduire limx→∞F(x) 
  4. a Montrer que F est dérivable sur [0,+∞[ puis donner l’expression de F′(x)  
         b Dresser le tableau de variations de F et tracer sa courbe dans un repère  orthonormé.  

Exercice 11 

Soit f la fonction définie sur R par 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥−𝑒−𝑥𝑒𝑥+𝑒−𝑥 et et 𝑐𝑓 sa courbe représentative 

1)  Dresser le tableau de variation de f 

2) a. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l’on précisera  
    b. Expliciter 𝑓−1(𝑥)  et tracer 𝑐𝑓 et 𝑐𝑓−1 

3) Soit 𝜆 > 0𝑒𝑡𝐴(𝜆) l’aire de la partie du plan limitée par𝑐𝑓  et les droites d’équations respectives  𝑥 = 0, 𝑥 = 𝜆  et 𝑦 = 1 .Montrer que 𝐴(𝜆) = ln(2) − ln(1 + 𝑒−2𝜆) puis déduire 
lim 𝐴(𝜆)𝜆 → +∞   

4) Soit 𝑥 > 0 et 𝑛 ∈ N∗ on pose 𝐹0(𝑥) = 𝑥 et 𝐹𝑛(𝑥) = ∫ [𝑓(𝑡)]𝑛dt𝑥0  

a. Expliciter 𝐹1(𝑥) 
b. Montrer que 0 ≤ 𝐹𝑛(𝑥) ≤ 𝑥[𝑓(𝑛)]𝑛 puis déduire lim𝑛→+∞𝐹𝑛(𝑥) 
c. Vérifier que pour tout 𝑥 ∈ ℝ on a 𝑓′(𝑥) = 1 − [𝑓(𝑥)]2 

d. Montrer alors que pour tout 𝑘 ∈ N on a 𝐹𝑘+2(𝑥) = 𝐹𝑘(𝑥) − 1𝑘+1 [𝑓(𝑥)]𝑘+1 

e. Montrer que pour tout  𝑛 ∈ N∗ on a 𝐹2𝑛(𝑥) = 𝑥 −∑ 12𝑘−1 [𝑓(𝑥)]2𝑘−1𝑛𝑘=1  

5) Soit  𝑛 ∈ N∗ on pose 𝑆𝑛 =∑ 1(2𝑘−1)32𝑘−1𝑛𝑎=1  calculer 
lim𝑆𝑛𝑛 → +∞ 

Exercice 12 

Soit f la fonction définie sur R par 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑒−𝑥) et 𝒞 sa courbe représentative dans un repère orthonormé  (O, 𝑖→, 𝑗→) 

1) a. Calculer lim𝑥→+∞𝑓(𝑥) et lim𝑥→−∞𝑓(𝑥) 
    b. Vérifier que 𝑓(−𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝑥 et déduire que la droite 𝛥: 𝑦 = −𝑥 est une asymptote a  𝒞  

    c. Dresser le tableau de variation de f et tracer 𝒞  

    d. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J et expliciter 𝑓−1(𝑥) 
2) Soit g la fonction définie sur R par 𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥0 dt 
    a. Montrer que g est dérivable sur R et calculer 𝑔′(𝑥) 
    b. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ R on a 𝑔(−𝑥) = − 𝑥22 − 𝑔(𝑥) 
3) Soit F la fonction définie sur R par 𝐹(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑥 𝑠𝑖𝑥 ≠ 0 et 𝐹(0) = ln(2) et 𝛤sa courbe représentative dans 

un repère orthonormé  (O, 𝑖→, 𝑗→) 

  a. Montrer que pour tout 𝑡 ≥ 0 on a ln(1 + 𝑡) ≤ 𝑡 
   b. En déduire que pour tout 𝑥 > 0 on a 0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1−𝑒−𝑥𝑥  , déduire lim𝑥→+∞𝐹(𝑥) 
   c. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ R∗ on a 𝐹(−𝑥) = 𝑥2 + 𝐹(𝑥) 
   d. Calculer lim𝑥→−∞𝐹(𝑥) et montrer que la droite 𝛥′: 𝑦 = − 𝑥2 est une asymptote a  𝛤  4) a. A l’aide d’une intégration par partie montrer que pour tout 𝑡 > 0 on a 



 

 

𝑓(𝑡) = 𝑓(0) + 𝑡𝑓′(0) + ∫(𝑡 − 𝑎)𝑓′′(𝑎)𝑑𝑎𝑡
0  

   b. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ R on a 0 ≤ 𝑓′′(𝑥) ≤ 1 

  c. En déduire que pour tout 𝑥 > 0 on a 0 ≤ 𝐹(𝑥) − 𝐿𝑛(2) + 𝑥4 ≤ 16 𝑥2 

  d. En utilisant 3)c) montrer que l’inégalité présidente reste vraie pour 𝑥 < 0 

  e. Montrer alors F est dérivable en 0 et calculer 𝐹′(0) 
5) a. Montrer que F est dérivable sur R∗et que pour tout 𝑥 ∈ R∗ on a 𝑥𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝐹(𝑥) 
    b. Montrer que F pour tout 𝑥 ∈ R∗ on a 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥) + ∫ 𝑡𝑒−𝑡1+𝑒−𝑡𝑥

0 dt 
    c. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ R on a ∫ 𝑡𝑒−𝑡1+𝑒−𝑡𝑥

0 dt ≥ 0 

   e. Dresser le tableau de variation de F et tracer 𝛤 en précisera la tangente au point d’abscisse 0 

Exercice 13 

Soit f la fonction définie sur [0,+∞[ par {𝑓(𝑥) = (1 + 1𝑥) 𝑒−1𝑥𝑓(0) = 0 𝑠𝑖𝑥 > 0   et C sa courbe représentative 

1. a. Montrer que f est dérivable a droite en 0 

b. Dresser le tableau de variation de f  

c. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ]0, +∞[   on a 𝑓′′(𝑥) = (1−3𝑥)𝑒−1𝑥𝑥5   

 d. On déduire que C présente un point d'inflexion et tracer C 

  2.Soit F la fonction définie sur [0, +∞[ par ]0, +∞[𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡1𝑥  

      a. Montrer que F est continue sur [0,+∞[ 
      b. A l'aide d'une intégration par partie montrer que pour tout 𝑥 ∈ ]0,+∞[   on a  

                  ∫ 𝑒−1𝑡1𝑥 𝑑𝑡 = 1𝑒 − 𝑥𝑒−1𝑥 − ∫ 1𝑡 𝑒−1𝑡 𝑑𝑡1𝑥   

     c. En déduire l'expression de𝐹(𝑥)  pour tout 𝑥 ∈   ]0, +∞[    
     d. calculer l'aire de la partie du plan limiter par C et les droites d'équation respective 𝑥 = 0, 𝑥 = 1𝑒𝑡𝑦 = 0 
3. a. Soit n un entier naturel non nul .Montrer que l'équation 𝑓(𝑥) = 𝑒−1𝑛 admet une unique solution 𝑎𝑛 

    b. Vérifier que − 1𝑎𝑛 + 𝑙𝑛 (1 + 1𝑎𝑛) = − 1𝑛 

4. a. Montrer que pour tout 𝑡 ∈ [0,+∞[ on a 1 − 𝑡 ≤ 11+𝑡 ≤ 1 − 𝑡 + 𝑡2 

    b. En déduire que  𝑥 ∈ [0,+∞[ on a − 𝑥22 ≤ 𝑙𝑛(1 + 𝑥) − 𝑥 ≤ − 𝑥22 + 𝑥33  

5. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 4  

a. Vérifier que 𝑎4 ≥ 1 puis déduire que 𝑎𝑛 ≥ 1 

b. Montrer que 1 − 23𝑎𝑛 ≤ 2𝑎𝑛2𝑛 ≤ 1 puis que 𝑎𝑛 ≥ √𝑛6 . En déduire la limite de 𝑎𝑛 

 

 


